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PREFAZIONE. 


Nello scrivere il presente trattato sul Calcolo Integrale., si 
è avuto in mira di comporre un’opera ad un tempo elemen- 
tare e completa — adatta per l’uso dei principianti, e sufficiente 
ai bisogni degli studenti provetti. Nella scelta delle propo- 
sizioni e nel modo di stabilirle, ho cercato di esibire intera- 
mente e con chiarezza i principii del soggetto, e di illustrare 
tutti i loro più importanti risultati. Il procedimento di som- 
mazione è stato ripetutamente messo in vista, nello scopo di 
fissar l’attenzione dello studente sulle nozioni che formano 
il vero fondamento del Calcolo Integrale stesso, come anche 
delle sue più importanti applicazioni. Una considerabile parte 
dell’opera è stata dedicata alle ricerche delle lung-hezze e delle 
aree delle curve e dei volumi dei solidi, e si è tentato di 
spiegare quelle difficoltà che ordinariamente rendono per- 
plessi i principianti — specialmente rispetto ai limiti delle 
integrazioni. 

La trasformazione degl’ integrali è una delle parti più in- 
teressanti del Calcolo Integrale, e l’esperienza degl’insegnanti 
mostra che i modi soliti di trattarla non sono esenti da oscu- 
rità. Ho adottato perciò un metodo diverso da quelli dei pre- 
cedenti scrittori elementari, ed ho cercato di renderlo facil' 
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mente intelligibile con minuta esposizione, e con la soluzione 
di diversi problemi. 

Il Càlcolo delle Variazioni sembra esigere un posto nel pre- 
sente trattato così convenientemente come l’ordinaria teoria 
dei valori massimi e minimi è inclusa nel Calcolo Differen- 
ziale. L’ultimo capitolo del trattato è perciò dedicato a questo 
argomento; e si ha speranza che la teoria e le illustrazioni 
ivi esposte si troveranno, per rispetto alla semplicità e chia- 
rezza, adattate ai bisogni degli studenti. 

Affinchè lo studente possa trovare nel volume tutto ciò che 
egli richiede, si è aggiunta ai diversi capitoli un’ampia col- 
lezione di csempii per esercizio. Questi esempii sono stati 
scelti dalle Memorie degli Esami del Collegio e della Uni- 
versità, e sono stati accuratamente verificati, sicché si crede 
che ben pochi errori si troveranno tra essi. 

I. TODHUNTER. 


Collegio di S. Gioranni 
Gennaio i862. 


N. B. Le aggiunte al Calcolo Integrale, contenute in questo vo- 
lume, sono state tratte dal Traile ilémeniaire de la Théorie des Fonc- 
iions del Courjjot. 

Il Tbaduttoee. 
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CALCOLO INTEGRALE. 


CAPITOLO I. 

SIGNIFICATO DELL’iNTKGHAZIONK. ESEMPI!. 

1. Nel Calcolo Diflcronzialc abbiamo un si.stema di rog'olc 
per mezzo delle quali deduciamo da una data funzione una 
seconda funzione chiamata il coefficiente differenziale della 
prima; nel Calcolo Integrale dobbiamo ritornare dal coeffi- 
ciente differenziale alla funzione dalla quale fu dedotto. Non 
diciamo che que.sto sia Y oggetto del Calcolo Integrale, poiché 
il problema fondamentale del soggetto si è di effettuare la 
somma, di una certa serie infinita di termini infinitamente 
piccoli; ma per la soluzione di questo problema dobbiamo 
conoscere generalmente la funzione di cui una data funzione 
tV il coefficiente difìcrcnziale. Questo procediamo ora a irnv 
strare. 

2. Dinoti cp(.r) una funzione di x che rimane finita e con- 

tinua -^r tutt’i valori di x compresi tra due valori fissi 
a e b. S'ia .t, , .Tj , . . . a’„_, una serie di valori compresi tra 
a e b, sicchè'it, t, ,a" 2 , . . . , b siano in ordine di gran- 

dezza ascendente o discendente. Ci proponiamo allora di teo-~ 
vare il Wmito della serie 

•(.r, -- 4 ? - .T,) 3 (.r,) 4- (a-, - .Tj) ? (a-jì 4- y’. • • - 

quan(jQ ".r, — j'j — .r, , . . . i — diminuiscono tufte .senza 
limite, c per cóTiscguenza n cresce senza limite. 

Si pong% .T, — « = //,, .rj — .T, =//,,. — cosi la 

serie può essere scritta 

//,?;«) -I Aj 3 (.r,) .. . : 

2 . 1 
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e può essere dinotata con lh^{x), poiché essa è la somma 
di un numero di termini di cui h<f{x) può essere preso come 
il tipo. Siccome ciascuno dei termini di cui A è il tipo può 
essere considerato come la differenza tra due valori asse<?nati 
successivamente alla variabile x, possiamo usare anche il 
simbolo c(x)Ax come il tipo dei termini da sommarsi, e 
Iqp (x) 4x per la somma. 

Possiamo mostrare immediatamente che Ss (x' Ax non può 
mai eccedere una certa quantità finita. Infatti dinoti A il 
massimo valore numerico che ^ (x) può avere quando x è 
compreso tra a e allora S9 (x) Ax 6 numericamente minore 
di (A, -f Aj + . . . k„} A, vale a diro minore di {ù — a) A. 


Procediamo ora a determinare il limite di S(p (x) Ax. Sia 
(}< (x) una funzione di x tale che s (x) sia il suo coefficiente 
differenziale rispetto ad x. Allora conosciamo che il limite 

di X — quando A diminuisce indefinitamente è 

9 (x). Quindi possiamo porre 


<j;fx,)-({/(a) =A, j?(a) + 


C'I * 


tj;(,rj)-({;(x,) = Aj!9(.x,) + {>j5, 


1 9 (««-lì + P«-l i » 

- 'ì' (««-lì = i 9(«n-l) + P« i . 

in cui p,, pj, ...p„ in ultimo svaniscono. Da queste equa- 
zioni abbiamo con l’addizione 

<J/ {b) — ({> («) = I9 (.t) Ax lAp. 

Ora lAp è minore di {b — a) p' in cui p' dinota la più grande 
dello quantità p,, pj, . . . p„; quindi lAp in ultimo svanisce, 
ed otteniamo questo risultato, il limite iH (x) Ax quando 
ciascuna delle quantità di cui A.r è il tipo diminuisce inde- 
finitamente è ó (^) — («)• 

3. La notazione in uso per esprimere il risultato prece- 
dente è 

(x) dx = ó (A) - t{/ (a) ; 

il simbolo J è un’abbreviazione della parola « somma, » e 
d.x rappresenta il Ax di Ss (xì Ax. 
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4. Supponiamo che A,, . 

ciascuno di essi è eguale a - 


» 


. . A„ siano tutti eguali; allora 

T 

, ed è eguale ad a + - (A — a). 

7h 


fb 

Quindi / o (x) dx è equivalente alla seguente direzione, 

« si divida 6 -- a in n parti eguali , ciascuna parte es- 
sendo A; in 9 (x) si sostituiscano per x successivamente 
a, a + h, a + 2 h,... a-\- {n — l) h; si aggiungano questi valori 
insieme, si moltiplichi la somma per A e poi si diminuisca 
A senza limite ». Se queste operazioni sono effettuate avremo 
per risultato — ò(a), in cui ò (x) è la funzione di cui 
9 (x) è il coefficiente differenziale rispetto ad x. 

Lo studente adunque deve osservare accuratamente che 
per fondamento del Calcolo Integrale abbiamo un certo teo- 
rema ed una corrispondente notazione. Il teorema è il seguen- 
te: sia (x) una funzione di x, e 9 (x) il suo coefficiente 
differenziale rispetto ad x; sia n un intero positivo ed nh—b-a\ 
allora il limite quando % cresce indefinitamente di 


A 1 9 {a) + 9 {a i A) -f 9 (a f- 2A) t- . . . i- 9 [b — A) | 
è tji (A) - (j/ {a). 

Cb 

La notazione si è che questo limite è dinotato da ( 9 (x) rfx, 

J a' 

sicché 

j j (x) dx = <l>{b)-^ (a). 

Come un caso particolare possiamo supporre che a sia zero; 
allora nh — b, ed il limite quando « cresce indefinitamente di 


A 1 9 (0) -b 9 (A) -f 9 (2A) -f . . . + 9 (A - A) I 

fì> 

è dinotato da j 9 (x) dx, ed è eguale a (A) — (0). 


5. Un singolo termine come 9 (x) Ax si chiama frequen- 
temente un elemento. Si può osservare che il limite di 
Io (.x) Ax non sarà alterato in valore se omettiamo un nu- 
mero finito dei suoLelementi , o aggiungiamo un numero 
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APPLICAZIONE DELL INTEGRAZIONE. 


finito di simili clementi; poiché nel limite ciascun elemento 
é indefinitamente piccolo, ed un numero finito di quantità 
indefinitamente piccole in ultimo svanisce. 


6. 11 procedimento precedente si chiama Integrazione ; la 

quantità ( o (x) dx si dice un integrale definito , ed a e i 

sono chiamati i limiti dell’integrale. Poiché il valore di 
questo integrale definito è <]^ (^) — '{' («) dobbiamo, quando una 
funzione o [x] deve essere integrata tra limiti assegnati, prima 
trovare la funziono (}/ (x) di cui 9 (j) é il coefficiente diffe- 
renziale. Per esprimere il legame tra c (.r) e d< (;c) abbiamo 


9 [x] = 


dx 


e questo è anche dinotato dall’ equazione 



In una equazione come l’ultima, in cui non abbiamo li- 
miti assegnati, asseriamo semplicemente che (^) è la fun- 
zione da cui si può ottenere 9 (x) per mezzo della differen- 
ziazione; ^ [x) è qui chiamata l’ integrale di 9(x). 

7 . Il problema di trovare le aree delle curve fu uno di 
quelli che diedero origine al Calcolo Integrale, e fornisce 
un’ illustrazione degli articoli precedenti. 



Sia IJPE una curva di cui l’equazione é y = 9(x), e sup- 
poniamo si voglia trovare l’area racchiusa tra questa cur- 
va, Tasse delle x, e le ordinate corrispondenti alle ascisse 
a fi h. Sia OA = a, OB = b] si divida la distanza AB in n 
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intervalli eguali e si tirino le ordinate nei punti di divi- 
sione. Si supponga OiV= a -r (r — 1 ) A, allora l’area del pa- 
rallelogrammo PMNp h 

/i9 5 a -t- (}• — 1) A J. 

La somma ottenuta assegnando ad r in questa espressione 
tutt’ i valori da 1 ad » differisce dall’area richiesta della 
curva per la somma di tutte le porzioni analoghe al trian- 
golo PQ]), e come quest’ ultima somma evidentemente è mi- 
nore della più grande delle figure di cui PMNQ. ne è una, 
po.ssiamo, diminuendo sufiìcientemente A, ottenere un risul- 
tato che differisce tanto poco quanto ci piace dall’area ri- 
chiesta. Quindi l’area della curva è il limite della serie 

A I 0 («) -f 9 (a -i- A) -f 9 (a -f 2 A) -I- -t- 9 (A - A) |, 

ed è eguale a <}< (A) — (a). 

8. Se ij/ (x) è la funzione da cui risulta 9 (xj con la diffe- 
renziazione, noi dinotiamo ciò con l’equazione 

j 9(x) f/x = '|(x), 

e procediamo ora ai metodi per trovare ó (x) quando è data 
9 (x). Abbiamo mostrato, Ca/. Dif. Art. 102 , che se due fun- 
zioni hanno lo stesso coefficiente differenziale rispetto ad 
una variabile esse possono differire solamente per una quan- 
tità costante; quindi se ti (x) è una funzione che ha 9 (x) 
per suo coefficiente differenziale rispetto ad x, allora ti(x)-fC', 
in cui C è una quantità indipendente da x, è la sola forma 
che può avere il medesimo coefficiente difierenzialc. Quindi, 
in prosieguo, quando asseriamo che una funzione è 1,’ inte- 
grale di una proposta funzione, possiamo so ci piace aggiun- 
gere a questo integralo una quantità costante. 

L’integrazione adunque apparirà per qualche tempo es- 
sere semplicemente l’ inversa della differenziazione, ed avrem- 
mo potuto definirla in tal modo; abbiamo però preferito d’in- 
trodurre dal principio la nozione di sommazione poiché essa 
s’incontra in molte delle più importanti apidicazioni del 
soggetto. 

Possiamo osservare che se 9, (x) e 9^ (x] sono funzioni di x, 
/ ! 9 i W d- ?j (.x) \dx=l<ft (x) dx-i f (fj (x) dx; 
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o al più le due espressioni che asseriamo essere eguali pos- 
sono dilTorire solamente por una costante, infatti se le dif- 
ferenziamo entrambe arriviamo allo stesso risultato, cioè, 
?I W + ?ì (a:)- 

Inoltre, se c è una quantità costante 
(x) dx — cj 9 (x) dx ; 

o al più le due espressioni possono differire solamente per 
una costante. 


9. Integrazione immediata. 

Quando una funzione si riconosce essere il coefficiente 
differenziale di un’altra funzione conosciamo allora l’inte- 
grale della prima. La seguente lista dà gl’integrali dello 
differenti funzioni semplici; 


r « . 


/’ dx 

1 x'" dx = 

m + I ’ 

j - = logj-. 

1 a^ dx = 

« « 

1 e'^dxz^e% 

J 


J ’ 

scn X dx — 

— COSX, 

j cos X dx — 


I di- f dx 

/ — 5 - = tan X, I ^ =- - cot X, 

I cos^x scu*x 


dx 


= sen 


.1 V - ■A"') 

dx 1 


,r 

a 


o = — cos ' - , 
a 


X 


J a^ 




i -I 1 

tan ' - o =; cot ' - . 

a a a a 


r 10. Integrazione lìer sostituzione. 

Il procedimento dell 'integrazione è alle volte facilitato so- 
stituendo per la variabile una funziono di una nuova va- 
riabile. iSupponiamo 9 (x) la funzione da integrarsi, ed a c i 
i limiti dell’integrale. È evidente che possiamo supporre x 
essere una funzione di una nuova variabile z, purché la 
funzione scelta sia capace di prendere tutt’i valori di x ri- 
chiesti nella integrazione. Si ponga adunque x—f[z), e 
siano a' G ò' ì valori di z, che rendono f[z] 0 x eguale ad 
a Q h rispettivamente; così a —/{a'} e b=/(b'). Si supponga 
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ora che (}/ [x] sia la funzione di cui 9 (x] è il coefficiente 
differenzi al e, dot; si supponga 9 [x) — . allora 


f 


c (x) dx = i (6) — <!; [à] 

= ^\An\-^Wì\- 

Ala per i principii del Calcolo Differenziale, 

!/(-)! 


dz 


= ?!/(-')!/' (2); 


quindi <{/ \/{b') | - ^ \/{a') ì=j^,9 !/(-) ! /'(z) dz 




cosi 


f* f*"' dx 

j^cf (x) dx = l^ 'i(x) - dz. 


Questo risultato possiamo scriverlo semplicemente cosi 

dx 


j 9 (x) dx = j ^ (a-) ^ dz. 


purché ci rammentiamo che quando il primo integralo ò 
preso tra certi limiti a e ù, l’ultimo deve essere preso tra 
i limiti corri.spondenti aJ e h'. 

IL Come un esempio dell’articolo precedente si cerchi 
(\x dv 

2ax — x^ - a- — 3®. Così 

dz 


/ 


j' dx __ r 1 dx _ j’ ^ 

J [2fix — .T®) ~j [2ax — x*j dz ^ j {a® 


, Z , X X 

= cos ' - = cos ’ vers ' - . 

tX X X 

dx 


, cosi 


Inoltre, si cerchi /* . Si ponga x= — 

j X V i2xx - a®) 1 — z 

dx _ X r rfx f 1 dx 

dz (1 — z)* ’ } ,r y [2ax -- a-] J .t {2x.r — dz ^ " 
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INTKORAZIONE PKR PARTI. 

flz 1 /’ (li 

' » 2 (1 - - (1 - i - à) xMl 


1 


1 


. 3- ■ 


a 


= - seii * r = - s(‘n 


X 


Qui abbiamo trovato gl’ integrali proposti sostituendo por 
.T nel modo indicato nell’articolo precedente. Questo proce- 
dimento spesso semplificherà un integrale proposto, ma nes- 
suna regola può darsi per guidare lo studente circa la mi- 
gliore supposizione da fare; questo punto deve e.ssere lasciato 
all’ osservazione ed alla pratica. 


12. Integrazione per parti. 

11 . • 

Dall equazione ■■■ — ■ 


(in 

Tx 


deduciamo integrando i due membri, 


wo 


i dv , { du , 


[dv f du 

onde j u dx — uv — ì ® — dx. 

L’uso di questa formula si dice « integrazione per parti ». 
Per un caso particolare si supponga v—X] allora otteniamo 

j udx = ux — J X ^ dx. 

Per esempio, si consideri j” xcosaxdx. Poiché 

1 d sen ax 

cos ax = , 

a dx 


possiamo scrivere l’espressione proposta nella forma 

’ X d sen a x 
a dx 


r X ( 
J a 


dx, 


e questa, per la formola, supponendo u = - c risonar, 

a 


X sen ax 


f sena.)- 

J a 


dx 
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X sen ax cos a.r 
: ■! , 


I noltre, J a* cos axdx = j — 


.r* d sen ax 


J a dx ‘ 


dx 


ar* sen ax f2x 

= / — senaxdx 

a J a 

X* sen ax f2x 
= —a à* 


: d cos ax 


ar* sen ax 2x cos ax 

S + 


;os ax f2 cos ax , 

55- -J — jr- 


a;* sen ax 2x cos ax 2 sen ax 


a 


+ 


Ancora, 


sen ax dx 




sen ax rftf" 
e dx 


dx 


senax 

: ( 

C 

senaa: 


-l'- 


dx 


sen ax ® cos ax 


^ f a cosax de'^’’ j 

^ ~J ~~c^ ~d7 


f a’ sei; 
~J c* 


c* dx 
sen ax 


e'^ dx. 




Trasponendo, 

j sen axdx 

quindi „ , . 

^ J a* + c* 

Similmente possiamo mostrare che 

f ,.j. j_ (c cos aa; + a sen ax) 

I € COS axctx — A .. • 

j a* + c* 


sen ax — cos ax 
c 


.. , e'"'^ le sen ax — a cos ax) 

sen axdx = = 


). 


2 . 


Digitized by Google 



lo 
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13. Il coefficiente differenziale di una funzione si può sem- 
pre trovare con l’ uso delle redole date nel Calcolo Differen- 
ziale, ma non è cosi per l’integrale di una funzione asse- 
gnata. Conosciamo, per esempio, che so «t è un numero, po- 


r»"-* I 


sitivo 0 negativo? eccetto — 1, alloraj x” dx = , ma 

quando «i = — 1 ciò non e vero; in questo caso abbiamo 
= logx. Se però non. avessimo previamente definito il 


/ 


(ÌX 

X 


termine logaritmo^ ed investigato le proprietà dei logaritmi, • 
saremmo stati inabilitati a stabilire quale funziono abbia 

- per suo coefficiente differenziale. Così possiamo trovarci 


.X 


limitati nel nostro potere di integrazione dal non aver dato 
un nome ad ogni funzione i^articolare ed investigate le sue 
proprietsì. 

Per effettuare una proposta integrazione, sarà sposso ne- 
cessario di adoperare artifizii che possono essere suggeriti 
solamente dalla pratica. 

14. Aggiungiamo pochi esempi diversi. 

E.S. (1). I V («- - .r*) dx. 

l'V [or- - x'-) rix = X v' («* -a^^ì + f ' ’ per l’ Art. 12 , 

supponendo « = ^ («* — x*) e x = x. 

quindi, por addizione, 

2 f V («’- - ir*) dx = X V («* - a:*) i- a'- J ’ 
ondo j V ~ dx = — L] 

Es. (2). . 


^sen~' -. Art. 9. 
2 a 
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Si ponga s!{x^ + a^] — z — x, onde a- = a® - 2 zx, 

(Ix — X % 

^ " ”T" * >’ 

Quindi j - /7 ' fV ' ii = f ~ / T ' / — = 

= Iog{ a; + s^l{x^ + «*) jv 

iv(x*-a*)' 

Come ncU’Es. (2), possiamo mostrare che il risultato è 

log I .T + v' (■*■■-«■) ì- 

Es. (4). J V («* + rt*) dx. 

I + d^)dx = xyj{x* + g») -j — per l’Art. 12. 


dx 


v/(x*4a*) ’ 


Inoltre 

/ ^ 1 ^' + =h^) + “■/■ 

^quindi, per addizione, 

2/ ,/ (i> h » V* = a: V + »>) + : 

ondej ,’(i;* + a«)r)i=£li^±iJ + ^l„g|,,+ 
Similmente 

/• ■ 


Es. (5). 
dx 


\l{a t- A t+cx*) ' 
1 /’ 


i_ / (7,r 

*) fi a , Ac 


V [a -r hx -[ cx-j y'c 


\ .hi 


dx 




4«c - 
4?~l 
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Punendo ;r + = il nostro integrale diviene, per (2) e (3), 


— log j 2cx + b + 2-^'e -\-bx-\- ex*] j, 

in cui omettiamo la quantità costante -^log2(;. 

Ve 

lu modo simile, ponendo z — x + ^ possiamo far dipen- 
dere J V (« + + ex*) dx dall’ Es. (4). 

Es. (6). 


dx 


V(a + àx — ex*j 


J ^/ia + bx-ex*)~'^J ^^a_^bx_^^y 


ìcl' 


dx 


H4ac + b* 

(x 

vi 4c* 

V 2e) ) 


o- !♦ ì- i* ^ Il 11 • X 

f'i ponga A* per — ^ — c z per allora 1 inte- 


grale diviene -i-/" — ~ , il quale dà 

yj[h* — Z*\ ^ \'c 


sen~ 


À’ 


1 2ex — ò 

— scn ’ -m . 

\ c V ^ ) 


In modo simile, ponendo ^ ^ ~ 2c 

dere j yj [a r bx — ex*) dx dall’Es. (1). 

Es. (7K ì —^ — ^ . 

Jxy'(x*-a-] 

1 ,, i' dx r 1 dx 

S. ponga x=--, 
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f dy _ _ 1 /■ rfy 


- = - -seii-'«y 


1 « 
= sen • - 


sen 

a X 
-,a , ..ai: 


Poiché sen *-+cos~*-=s> costante, possiamo seri- 
vero l’ultimo risultato anche così. 


h 


dx 


1 a 

-T/— S 4T = - cos ' - , 

V (x* — a*) a X 


Es. (8). /- 


dx 


V (a* + »*) ■ 


Ponendo ® = come nell’Es. (7j, deduciamo per il risul- 
tato richiesto 




X 


a a -f V («* ± a;*) ■ 

Es. (9). f ed f — . 

' J (x — a)”* J X — a 

f dx 1 1 

J (x- a)”* 


{x-a}”* 7» - I (a; - ’ 

Questi sono ovvii se differenziamo i secondi membri. 

tò- 

/ = è/ (?rj - 

1 j’ rfj; 1 f dx 

I X + a 


2aJ X — a 2(1 
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= llog(x-a)-^log(x-f «) 


2a 

1 , X — a 


X “ d cc d 

Quest» suppone positivo; se fosse negativo , 

^ ‘ x + a ^ x + a 

dovremmo scrivere 


f dx _ 1 , a - X 

f ^ =21 

J a + l>x h ex* cJ 




4ac - 6- 
4c* 


^dC J " 

So — v- 5 — e negativo, otteniamo l’ integrale con l’Es. (10', 
4c- 


cioe 


■loff 


2cx h — \j (i* — 4ac) 

(^ 1 * — 4«c) 2cx + b ^ V (J* — 4flc) ' 

Se — T-j — è positivo, allora per l’Art. 9, l’intogralo e 


2 , , 2cx h 

sJ[4ac-lY ^[4ac-b^]' 


Es. (12). 


r yix + B 


J a i- bx + ex* 


Tl/X. 


, Ab „ Ab 
Ax hB . 2e ^ ^ 2e 


f Ax hB ' 

J a + bx I e.i * ~ 


+ bx ex* 
Al' 2cr + b 


dx 


dx 


_ A j' 2cr + b /' Ab'\j' 

~ 2cJ a hbxi ex* ^ ^ V 2c/J a i bx-ì ex* ’ 

Il primo integrale è ^-log(rt i Jx + ex*), e l’altro è stato 
trovato neH’Es. fll). 
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Es. (13). [ 


(ÌX 


.1 cosx 


f (ìx fco3xdx f 

I = I j — = / r , so Z = scn X , 

cos X J cos * a; j 1 — z* 


= ^lo8’ per l’Es. (10, 


1 , I h sena; , 

= ^ log- = log-cot 

2 ® 1 - SCI! X ° 


(i-i> 


fj!£. =log tan-| 
J senx 2 


Siniiliucnto 

Es. (14). f p , od I - 

' ‘ } a \-b cos X J a 

f_ (fx 

J a 


ilx 


b soli X 


+ b cosx 


-ì' 


(ìx 


/ , X . .X \ , / 

2 ^ 


a (scn* g + cos* ( 

^cos*2- 

sen-gj 


=/ 


sec- g dx 


e se a è minore di b. 


« i- 6 + (« — 

b) tan* 

2 



, se 

J ^ *4* 

- b) 3* 

: ò maggiore di b, 

Pii 

z4[a-b) ^ 

2 



X 

'2' 


[a — b) tan 


X 


Vi® + 


1 


z V' jb - g] + v' (b + a ) 
V {b- — a-) :: \/{b — a) — \/ {b + aj’ 


log 


1 




log 


v' [b - a) tan g + + a] 


X 


\{b - a] tan 2 — \'{b -1 «) 
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Per trovare J ■ 


dx 


. si ponga a; = = + 2 ': cosi l’ inte- 
a-rb sen j * ° 2 

graie diviene / — , che h stato ora trovato, 0 puro 

J d u cos z 

jKissiamo procedere cosi , 

dx f dx 


1 —^ = 1 

} a -i- b scux J 

=/ 


a ^^sen* ^ + cos* ^ ) -f 25 sen ^ cos^ 
sec* I dx 


0^1 + tan*|^ r 25 tan 


.T 


dz . X 

(T7WT2fc'“= = ‘“"2- 


Si ponga y:=z+ - , e l’integrale diviene 


-2[- 
J a 


% 

aJ 


ffy 


?/* + 1 

a- 


e questo può essere trovato come prima. 

In ciascuno di questi csempii , poiché abbiamo trovato 
l’integrale ind^nito, possiamo determinare immediatamente 
l’integrale de6uito tra limiti assegnati. Per esempio, essendo 


sara 


dr 

J a 7(^*7 = logI2a + V i (2fl)* + a»n - log ’a + V(«* + «*)! 


1 2+ V5 


imme- 


15. L’intcgraleJ a;™"* (a-i-bx"fdx si può trovare i 

P P 

diatamentc se ^ è un intero positivo, infatti (a + bx”)g si può 

allora sviluppare col teorema del binomio in una serie finita 
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di potenze di x, e ciascun termine del prodotto di questa 
.serie per sarà integrabile immediatamente. Vi sono 
anche due altri casi nei quali l’integrale si può trovare 
immediatamente. 

Infatti si ponga a + = 

o,.0c . = = 


Quindi I x”*-' (a - i.v”f dx = f x”— (a 


rhx”^> ir, dt. 




Se ^ è %n intero positivo possiamo sviluppare {t^ — a}” 

in una serie finita di potenze di t, c ciascun termine del pro- 
dotto di questa serie per sarà integrabile immediata- 

mente. 

Inoltre, j (a -1- òx"f dx = j « ’ (ax~” -t- i)’ dx; 

e pel primo caso, se poniamo ò = questo è inte- 

grabile immediatamente se 

pn , 

— m 


è un intero positivo: vale a dire, se è nn intero ne- 

'■ ’ n q 

pativo. 

Nel primo caso, se fosse un ìniero negativo l’integrale 

potrebbe ancora trovarsi, come vedremo nel capitolo seguente, 

e similmente, nel secondo caso, se ^ fosse un intero jpo- 

sitivo: ma siccome in questi casi sono necessarie ulteriori 
riduzioni, non diciamo che le espressioni sono integrabili 
immediatamente. 


E.s. (1). J.r* [a f- xY dx. 
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Qui —^ 3 : si prenda a + x = rinterrale diviene 
n 

2J o 2J \ 

!ie dà 

„ { 0 2 afi ì 

^ \T~ ~5~ i ’ 

osi j X- (« i x)^ dx = 2 [a x'f I — [a + i ^ | 


ì:.s. .2). / 


Si ponga 


.r*(l +rr*)* 

P 1 

«I = _ 1 n-2, ^ = - 2 ’ 

^ + ^ = -1. 
n q 

a--* r 1 = ^-; 

- ft _ 1 ’ 




Adunque j ,= f ■ ^ , dt. 

«2 (1 + a-*)' a» (a-* + 

(Ix 

Si sostituiscano pera e — i loro valori, e questo diviene 

ut 

-jdf, il quale = -^ 0 
Es. ( 3 j. f ■ 

(a* T- .r*)2 

' p 3 

(Jui w< = 1 , «" 2 , = 
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onde 

Si ponga 
onde 


liSKMriI m l.MEGRAZIOM'; 

^+^ = -1. 
n q 

+ 1 = ^2^ 


JO 


.t* = 




fix 

Ti 


t*~l' 
at 


(^2-1) 


a » 
a 




llx 

dt 


■ («* I a:*)* • a;3(«2x-*+ 1) 

X 


dt 


_ _ _I_ _ J_ 

»*./ t* ~ oT-t 


■■ /. 


dx 


- scn' 


' a* v' («' + ■ 

ESEMPI!. 

. 3 + 2x 


'(1-3.C-;C*J““"“ ~JÌT- 

2. I logxdx = X (log.T - 1). 

3. fx"logxdx = ~ — ;|log.r ^ — 

J « + I ( ® ?i -1- 1 

4. j" (i scnO dO = — 0 cos 0 -f scnO.' 

/ V(~^) + ^*) + w log j ^a; f v'(>» 1- x) 

Questo si può trovare ponendo x = z^. 

7. Jxtan"'a;dx = ^-t^ tan~*x~ |x. 

8. 1^(1 -cosx)2dx=:y -2sonx+^^^ . 
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r xdx __ 1 ^ 

1-^ 2(l-x/‘ 

/’ x*(lx 1 , a’ + x=* 

J a*- .1* ~ 6a'‘ ^°a* — X*’ 

1 1 . j’ V 1 2ax - X? j (/X = v’ ^2ax - x*) + sen' ■ 

I — — - = - v'(2ffx - X*) + a Ycrs~' ^ 

Jv(2«x-x*) « 

dx 


X — a 


12 

13 

14 


J v'(.t' - 

I 


6x + 13) 


= log 5 X — 3 + y/(x* — 6x -1 13) S- 


l'I cosx 
X + senx 


-dx = log(x + seux). 


f X -r seu X , . X 

15. / -, dx = X tau n . 

J 1 + COS X * 

I _ -J 

^ i xllogx)" (« - 1) (logx)" ' 

17. j ^ log-x-log(logx) - logx. 


18. 


h 


dx 


X* X y/(x* — 1) , 1 


+ V(«*- 1 ) 2 2 

r x®(/x n (Idilli! + »{x- 


+ ilogjx+ •Jix'-l]]. 

X 


I 


a sen(»H- w)x - («M + m) cos(»« 1 - m).x 

20.. I e"^ Bcnmx cosnxdx--^ a* + (»t + «)* 


a scD {m -n)x- {m - n] cos {m - n) x 
a* + (»J - »)* 

21 . I cosx dx = jj e~^ (cos 3x — 3 cos x) d'x 

3#“*^ 

^ ^ /3 seii 3x - cos 3x) f- -t,- (scn x - cos x). 

40 ' ' a 
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22 

23 

24 


25 

26 
27 
28, 
29 


• j ^ ^(2ax-u-^)i/a; = — . 

[20 _ j, 

. I vcrs ' - flfa; = za. 

lo tf 

Si proceda così ; si ponga vers"' 0, ondo x=a(l-co30), 

et 

c l’integrale diviene «0sen9</9. 

no 

• io^ 

no 

■ I.-' 

•/i" 

f — = log tau 

J seu X + cos j; v2 V2 8/ 

■h 


X , 5 i:a* 

vcrs dx — —7- . 

a 4 

, , llira* 

c* vcrs • - «X = —2 — . 
a 6 


sen*0 cos^O 1/0=7-^. 

15 


dx 

seu X + cos X ^ S 

dx 

^ X\j[a + bx-t ex*) ■ 

Si ponga x = ^ e questodiviene una forma conosciuta. 

<30 rV(l~^*) -I ; sen“‘x(l — X*)* 1 logx 

Questo si può ottenere ponendo sen~'x = 0. 

/g0Q*"1 ^ • 

j dx = 0 tanO + log cos 0, in cui scnO = x. 

(1 -X*)* 


(a*-x*)* 
/’ sen*x dx 


, . cot* 0\ 
cotO + — j-j, 1 


in CUI X = « COSI 


/’ sen*x dx (o> -rb\\^ ^/«taux x 

J7TTc^~\~^) v/(« l 5)""Ì 
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34 . 

35 . 

36 . 


KSEMPII DI I.NTEGRAZIO.NE. 

I V (« + Si’) .(i = - gp) (« I Si>,‘- 


I i* v' 

/ 


i/a; 


(1 +.X*) 


tan*'*^t rfO 
a*"-‘ 


^ f2j» - 1) y/(l i- X») 
3j^ 

tan*""* 0 r/0 




-(-l)":r t-(-l)"0, 


37 . 

38 . 

39 . 

40 . 

41 . 

42 . 

43 . 

44 . 

45 . 


X‘" ■ I 

2^rn:~J 

~ 2 » — 1 2 « - 3 

X essendo = tan 0. 

Mostrare che sen mx sen nx dx ed j eoe mx cos nx dx 
sono zero se »t ed « sono interi disuguali, cd = 
se m ed n sono interi eguali. 

log + 6x log ? — 6x. 




.a 


f cot ’.r 6* 


-,x 

vers 


V [2ax — .r*) 
fjit dx 

Jo I 




ccos^-7fl-c^)‘^‘'®"'^’ ® ‘li 1- 


A" e- ’ cos'' 0 f/0 = ^ fc" . 

iiWl + 3i-+iV !»“«“ " = ^ + ì- 


Si ponga a -|- Jx" = s‘. 
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CAPITOLO ir. 

FHAZIOM «AZIONALI. 

16. Procediamo all’ iutofcraz ione di espressioni come 

A' + B'x + C".r* . . . + .1/'.,"' 

A + Bx^r Cx» . . . -yNx”' ’ 

in cui A,B,...A',B',... sono costanti, sicché tanto il nu- 
meratore che il denominatore sono funzioni razionali finite 
di X. Se m h eguale ad «, o maggiore di n, possiamo con 
la divisione ridurre la precedente alla forma di una fun- 
zione intera di x, ed una frazione in cui il numeratore è 
di grado inferiore in x rispetto al denominatore. Siccome 
la funzione intera di x si può integrare immediatamente, 
possiamo limitarci al caso di una frazione che lia il suo 
numeratore almeno di una dimensione inferiore al suo de- 
nominatore. Per eflettuare l’integrazione risolviamo la fra- 
zione in una serie di frazioni più semplici chiamate frazioni 
parziali-, la possibilità delle quali procediamo a dimostrare. 

V 

-y ona frazione razionale nei suoi minimi termini la 

quale debba risolversi in una serie di frazioni parziali; si 
supponga V una funziono di x dell’%”" grado, ed una 
funzione di x dell’ (a — l)™'' grado al più; possiamo senza 
perdita di generalità supporre il coefficiente di .t" in Fos- 
sore l’unità. Supponiamo 

F= (x - a) (x - ÒY (x* - 2ax -f a* -t- ?*) (,r* - 2v.r f f i- 5*)", 
sicché l’equazione V=Q ha 

(1) una radice reale = <*, 

(2) r radici reali eguali, ciascuna = i, 

(3) una coppia di radici immaginarie 1)» 

(4) s coppie di radici immaginarie , ciascuna essendo 
T±5v'(-1,'. 
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Per la teoria delle equazioni V devo essere il prodotto di 
fattori della forma che abbiamo supposta, i fattori essendo 
più 0 meno in numero. Poiché V è dell’»'"® g-rado abbiamo 

1 f »• + 2 4- 2# = «. 

Si ponga 

£ A lì, . B, , P, 

r i — a — — ^ x — b 

Cx^^ D 

j*~2a.T4-a» ^ 

E^x^F^ ^ E^x-^Fi F!jb^-F, 

^ (x*-2YJC4-f*4-2*)* ' (.r*- 2Y.r4-Y®4-5*)’”' ' " ic*-2YJ4-Y*-rS*’ 

in cui A,B^, 5 ,, . . . C, D, JS',, . . . sono costanti le quali, per 
giustificare il nostro assunto, dobbiamo mostrare che pos- 
sano determinarsi in modo da rendere il secondo membro 
dell’equazione precedente identicamente al primo. Se 

riduciamo tutte le frazioni parziali allo stesso denominatore 
e le uniamo insieme, abbiamo V per quel denominatore co- 
mune, e per numeratore una funzione di x del (« — l)*»® grado. 
Se eguagliamo i coefficienti delle diverse potenze di x in 
questo numeratore con i coefficienti corrispondenti in Z7, 
avremo « equazioni di "primo grado per determinare le n quan- 
tità A, B^t jPj, ... e con questi valori di A, ... il se- 

condo membro dell’ equazione precedente diviene identica- 
mente eguale al primo, e cosi é decomposta in una serie 
di frazioni parziali. 

Se V contiene altri fattori semplici come x—a, ognuno 

di tali fattori darà origine ad una frazione come , ed 

X - a 

ogni fattore ripetuto come (x — hY darà origine ad una serie 

J? H 

di frazioni parziali della forma etc. In 

simil modo altri fattori della forma x* — 2ax 4- a* 4- o 
(x* — 2 y« 4- Y* + 3*)' daranno origine ad una frazione o ad 
una serie di frazioni rispettivamente delle forme sopra in- 
dicate. 

17. La dimo.strazionc data nell’ Art. IC non è molto sod- 
disfacente, poiché non abbiamo dimostrato che le n equazioni 


Digitized by Google 



DECOMPOSIZIONE DELLE FRAZIONI RAZIONALI. 


25 


di primo grado che adoperiamo per determinare A, B,, . . . 

sono indipendenti e di accordo tra loro. 

Un metodo di maggior rigore è stato dato, in un trattato 
sul Calcolo Integrale da Mr Homersham Cox, che qui in- 
dicheremo brevemente. Si supponga F{x] contenere il fattore 
x — a ripetuto » volte; abbiamo, se 


9(x) 


s (a) 
0 («1 


c M _ _ 

/’ix) (x — a)'* ({/ (x) (x - a)” (j> (x) ' (,r ~ a" 

Ora 9 (x) — (x) svanisce quando x — a, ed è perciò 

divisibile per x — a\ supponiamo il quoziente dinotato da 
7 (x), allora 


<? fa') 


X W 


+ 


? («) 


1 


F[x) (x — «)“ ' i}» (x) <^{a) (x - a)" 


X(x) 


Questo procedimento può ora essere ripetuto su ’ 

e così con successive operazioni effettuata completamente la 

. In questa dimostrazione a può es- 


decomposizione di 


? W 

F{x) 


sere o una radice reale o una radice immaginaria dell’equa- 
zione F(x) = 0; se allora a — fi ®arà 

anche una radice di F(x) = 0; dinoti 6 questa radice, allora 
so addizioniamo le due frazioni parziali 


9 W 


1 


( 6 ) 


1 


(}/ (a) (X — a)” (}< (i) (X • 


J ;« ’ 


otterremo un risultato libero da ,^/(— 1). 

18. Rispetto all’ integrazione di queste frazioni parziali ci 
riferiamo agli Esempii (9) e (12; dell’ Art. 14 per tutte le 

forme eccetto — — - ■ _ e questa sarà data qui 

(.X* - 2yx -+- Y* + ® ) 

appresso. 

Avendo dimostrato che una frazione razionale può essere 
decomposta nel modo supposto ncll’.Vrt. 1(5, possiamo far uso 
2 4 


/ 
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di diversi artifizii algebrici per diminuire il lavoro della 
determinazione di A, etc. La più utile considerazione 

si è, che essendo il numeratore della frazione proposta iden- 
ticamente eguale al numeratore formato aggiungendo insie- 
me le frazioni parziali, se assegniamo un valore qualunque 
alla variabile a; l’eguaglianza ancora sussiste. 


19. Determinare la frazione parziale coiTispondente ad un 
fattore semplice di primo grado. 

Supponiamo che rappresenti una frazione da decom- 
porsi, e contenga /'"'{a;) il fattore x — a una volta; si ponga 

T W _ ^ , X 


F\x] x — a t}* {^) 


(1). 


in cui A è una costante, e rappresenta la somma di 
tutto lo frazioni parziali eccetto — , od (x — a) t}/(x). 

JT ** CL 1^ 

Da (1) 

T i^ì = + (X - a) X (x) (2). 

In (2), che vale j)cr ogni valore di x, si ponga x = a, allora 


onde 


? (a) = (a . 

j _'?_[«) 

”'^(a)- 


Poiché F' (x) = 'I (x) -f (x — a) ò' (x), abbiamo 


onde 


F'{a} = i!^!a\ 
9 [a] 


20. Determinare le frazioni parziali corrispondenti ad un 
fattore di primo grado che è ripetuto. 


Supponiamo che F[x] contenga un fattore x — a ripetuto 
n volte, e sia 7'’f.r) = (.T (xK Si ponga 
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F{z) 


[x-ar 


+ 


A, 


[x-a]'^ ' ^ [x-a)'^ 


, A„ X W 

” ^ ic — a (J; (x) ’ 


V ffcTÌ 

in cui dinota la somma delle frazioni parziali che na- 
scono dagli altri fattori di F{x). Sì moltiplichino ambo i 

lati dell’ equazione per (x— a)" e si ponga/(x) per (x~a}”; 

ìf (xj 

cosi 


/(x)= J ,-h (X- a]+A, [X- ar-.:. A„ (x- «)"-• + 1|| ~ «)"• 

Si diffcrenziino successivamente i due membri di questa 
identità e si ponga x = a dopo la differenziazione; allora 


f[a) = A„ 

f [a] = A,, 

r (a) -1-2^3, 

(rt) = [3^,, 


/"-• {a]^\n-lA,, 

Cosi Af, Jj, . . . sono determinati. 

21. Determinare le frazioni parziali corrispondenti aduna 
coppia di radici immaginarie che non è ripetuta. 


Dinoti 


9W 

F[x) 


la fraziono da decomporsi; ed a ± ? \/ ( - 1) 

una coppia di radici immaginarie; allora se dinotiamo queste 
radici con «eie procediamo come nell’ Art. 19, abbiamo 
per le frazioni parziali 


5 (a) 1 C [b] 1 


F' («) X - « F’{1>) x-h' 

Si supponga = li ì); allora poiché si 

può ottenere da cambiando il segno di ^(-1), dob- 
ifj) ' 

biamo avere /, - A | /?,/( — 1). Quindi le frazioni sono 
!/)] ' ' ' 
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a + B^(-ì) 

ar-a-pV(-l) . a;-a + pV(-l)’ 

e la loro somma è 


2A (x — a) + 2B^ 

(x-a)*+^* ■ 

' 22. 0 pure possiamo procedere cosi. Supponiamo che 
x^ — px + q dinoti il fattore quadratico che dà origine alla 
coppia di radici immaginarie a + ^ ^ 1); allora si prenda 

(x) _ Lx + M y (x) 

F{x] ~ x^ - px + ^[x]' 

sicché F{x) = (a* — px q) (x). Si moltiplichi per F[x)\ cosi 

9 (x) = (Zx + il/) (x) + (.X* -px + ?) X (x) . ■ • . (!)• 

Ora si attribuisca ad x l’uno o l’altro dei valori che an- 
nullano a* — ^x-f allora (1) si riduce a 

9 (x) = (Zx + 3/) (}/ (x) (2). 

Ora con la sostituzione ripetuta di^x — g" per x* nei due 
membri di (2), avremo finalmente x a primo grado solamente, 
sicché l’equazione prende la forma 

Z>x -f Q = Px -h Q,'. 

Cra si ponga per x il suo valore a -I- p \/ ( — 1) e si eguaglino 
i coefficienti delle parti impossibili; così 

P=P c quindi anche Q= Q,'. 

Qui P e Q, sono quantità note, e P o Q' racchiudono le 
quantità ignote L ed M a. primo grado solamente, sicché 
abbiamo due equazioni di primo grado per trovare Z ed M. 

23. Determinare le f razioni parziali corrispondenti ad ma 
coppia di radici immaginarie che è ripetuta. 

Possiamo procedere come nell’ Art. 20. 0 pure possiamo 
adottare il metodo seguente. Supponiamo che x^—px-Vq 
dinoti il fattore quadratico che è ripetuto r volte; si prenda 
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? (•^) IfX + Mf Jj^x + 3£f ^ (x) 

F[x) ~ [x'^-px-\:qY [x^-px^■qY~'■ ^ x^-px+q ^ ’ 

sicché F{x) = [x'-px+q)’'ò(x). Si moltiplichi per .f'(a;); cosi 
? (x) = (Z^+ M,) 4- (x) + [Zr-t ^ + K-lì (^* + ?)<{' (x) 

+ ^(x*-i>x + ?)’'x(x] (1). 

Ora si attribuisca ad x l’uno o l’altro dei valori che an- 
nullano x*-^x-t-$'; cosi l’equazione si riduce a 

Si proceda come ncH’Art. 22, e cosi si trovano L^. ed 
Allora da (1) con la trasposiziono abbiamo 


? (x) - [L^ M,] ^ (x) = iZ,_^x + (x* -px^q]^{x)-\-... 

Il secondo membro ha x'^-px+q per fattore di ciascun 
termine; quindi siccome i due membri sono identici possiamo 
dividere per questo fattore. Dinoti o,(x) il quoziente ottenuto 
a sinistra; allora 


9i(x) = (Z,^,x+ (x) + (Z,_jX + [x*^px+q] <1; (x)' 

+ + (x*-i)x + y)’^'X(®) (2)* 

Da (2) troviamo Z,._, ed Af,_, come sopra; allora con la 
trasposizione c la divisione 

9 *(x) = (Z,_jX + ^ (x) + (Z,_3X f (x * -px + y) (}; (x) -f . . . 

c cosi di seguito finche tutte le quantità siano determinate. 


24. Prendiamo per esempio 
eguale ad 


X* — 3x — 2 
(x*-HXi-lj* (xH-1)* 


. Si ponga 


ZjX ZfX+Mj x{x] ^ 

(x* + x+ 1)* X* + X + 1 ^ (x + 1)*’ 

allora x*— 3x-2 = (ZjX-}-il/ 2 )(x-fl)* 

^ [Z^x ‘ J/,ì(.xHx I l)(x-l-l)* ’ (a* t X M)*'/.(x) (1). 
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Si supponga ìt®4xj-1 = 0; così l’equazione si riduce ad 
X* - 3x — 2 = (ZjX ■{- 3/j) (x + lì* 

= (ZjX.f tI/,) (x* h 2x + 1). 

Si ponga X — 1 per x*j cosi 

— 4x — 3 = (ZjX + d/j[) X = ZjX* f -1/j r 
= — Zj (x + 1) i MfX; 

onde — 4 — — Zj f 3/j, e — 3 = — Z, ; 

cosi Zj ~ 3, ed 3/j, = - 1 . 

Da (1; con la trasposizione 


a-»_3x^2-(3x-l)jx+i:* 

= (Z,x {x* -X r 1} (X i l)* + {x* i-x 1 l)*x(ar). 

Il primo membro è — 3x^ — 4x* — 4x — 1 ; si divida per 
X* t- X + 1 ; cosi 

- ^3x -i 1 ) = (Z,x + il/,! (x 1 1 1 * + (x* + X -b 1 ) X (x) (2). 

Di nuovo, si supponga x* + x + 1 = 0; così 

— 3x — 1 = (Z,x + M,) (x* + 2x t 1) — (Z,x + J/,' X 
= - Z , (x 4 1) -L 3/,x ; 

onde - 3 = — Z, 4 J/,, e - 1 = - Z, ; 

così Z, = 1 ed Mf = — 2. 

In tal modo le frazioni parziali corrispondenti al fattore 
quadratico sono trovate. Le frazioni parziali corrispondenti 
al fattore (x 4 1)* possono quindi trovarsi con l’Art. 20. O 
pure possiamo ottenere da ^2' con la trasposizione e la di- 
visione per .r* ‘ X r 1 


Così 

X(x) _ x-l 
(X4l)* (X4l," 

ondo 


- (x- lj = x(4 

x4l 2 1 

(X t 1,,*^ IX f 1)*~ Xfl 


(X 4 1/ ’ 


x*-3x-2 3x-l 

(x* ! X 4 lj-(.r [ 1)* " (.1* I X4 1)* 


x-2 2 1 

X* I xbl ' (x -I- 1)* X i l ■ 
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5c* + 1 

25. Escmpii. Si cerca l’integrale di ~ ^ 

Oj OX "1“ ^ 

Con la divisione abbiamo 


5.rs + l ^ _ 35.r-29 

= 5x f 15 4- 


Si prenda 


X* — 3x + 2 

35.r - 29 


X* — 3x + 2 ’ 
A B 


+ 


X* — 3x + 2~"x— 1 x-2’ 

onde 35x — 29 = .4 (x — 2) -j- /?(x — 1). 

Si ponga X successivamente eguale ad I e a 2 ; allora 


onde 

onde 


,^.5^ 35-29 = -vl, 0 J = -6, 

70-29^ B, o B= 41; 
5x^+1 . 6 41 


6 


X* - 3x + 2 


5.r* 


y* *4- 1 

I x*-3x + 2 ^'^~^'^ 15x-61og(x- 1) I 41 log (x-2) 


9.r*x 9 x-128 


Si cerca l’integrale di -- — . — ^ , 

^ x^ - 5x* + 3x + 9 

Poiché x’ — 5x* + 3x + 9 = (x - 3)* (x 4 1), prendiamo 


9x* f 9x - 128 


x= - 5x* + 3x + 9 " X + 1 (X - 3j* ^ X - 3 ’ 
onde 9x* -f 9x - 128 = ^ (x - 3)» 4- fi, (X - 1) + (x f 1) (x - 3;. 
Si ponga xs=3 ed a — 1 successivamente, e troviamo 
B, = - 5, ^ = - 8. 

Inoltre eguagliando i coefficienti di x*, abbiamo 
9 = .l4-i?2, 

onde Bj-ìl; 

onde 

f 9x*4-9x-128 


B 


■4- 


B, 


a ’ — 5x* • 3x 9 


f/X = - 8 log (X r I ) . 1 


X 


3 


! l71og(x -- 3'. 
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Si cerca l’integrale di 


x* + l 

(.r - 1)‘ (. 1 * + Ij ■ 


Si prenda 


1 

(a; — Ij* ix’ + 1) 


A^ Ai Ai Al B Cx V I> 

~ (a: - 1)* (X - 1)’ ^ (X - 1)* ^ X - 1 ^ Ffl ^ X* - X f 1 ’ 

onde X* + 1 = [A^ f- A^ (x-1) I- A^ (x-1)* + Ai (x-l]*j (x* 1) 
jfi(x*-xf l) + (C’x+Z))(x+l)S (x-1)*. ...(1). 

Si ponga x= I, allora 2 = 2 J, (2/; 

onde .4, = 1. 

Da (1) 0 (2) abbiamo con la sottrazione, 
x*-l=^,{.c3-l) + j Ai + Ai (x-I)+ J^(x-l)* ! (x-l)(x»M) 
+ iC(x*-x+ 1) HC'-^ + ^)(^M)Ì(x-1)*.. 


Si divida per x — 1, allora 

x+ l = i4,(x* + x+ 1) + j J, + (x- 1) + ^4 (x~ 1)* S (x’ f 1) 

+ j2?(x*-x + l) + (Cx+Z)){x+l)|(x-l)»... (3). 

Si ponga X = 1, allora 2 = 3J, + 2Jl, (4); 

onde Ai = -^. 

Da (3j 0 (4), con la sottrazione, 

X — 1 =.4,(x*4- J!-2) i- J,(x®- 1) + j ^3 f al4(x-l) I (x-1) (x-'i 1) 
+ iC(x*-x + l)+{C'x + 2))(x+l);(x-li’. 
Si divida per x — 1, allora 
1 = il, (xf2) + .4j(x*4-xf I) +UI3 +- Al (x-1) j (x*fl) 

(- j C(x* -X f 1) + ((^r Z>) (x 4- 1) S (x - 1)»... (5). 
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Si pong-a allora 1 =3 + 3.42 ^-2.4, (6 ; 

omle idg = — I . 

Da (5) e (6), con la sottrazione, 

0 = ^, (ar— 1) +.4i {x* + a- — 2) + .ij (x'"’ — 1) + (.c — 1) (.r' + l) 

+ |5(x*-x+l) + ((7x + i>){x + l)! 

Si divida per x— 1, allora 
0 = .4, -r {x -f 2) + Aj (x* + X + 1) + A^ (x* + 1) 

+ j .B (x*-x + l) + (t7x + i?) (x+1) I (x-1) (7). 

Si ponga x = l, allora 0=zA^-\- SA^ + 341 j + 2A ^ . . . (8'; 

onde A. — ^. 

* 8 

Da (7) ed (8], con la sottrazione, 

0 = A^ 1) + (x* + x— 2) + A^ (x®— 1) 

+ 15(x®-x + l) + ((7x + 7J)(x + l)j (x-1). 


Si divida per x — 1, allora 

0 = -r -^3 (® + 2) + At (.c*-i-x+ 1) 

+ B (.T*-X + 1) + (Cx-l-J)) (x+ 1) (9). 

Si ponga .r=— 1, allora 

0 = /!, + ^ + 35 (10); 

-'<■ « = 2^ 

Da (9) e (10), con la sottrazione. 


0 = ^3 (x + 1) + A^ (x*-f x) + B (x»-x-2) + ICx + 2>) (x + 1). 


Si divida per x + 1, allora 

0 = As + AtX + B{x~2)-\-Cx + D ( 11 ). 

Si ponga .T=0, allora 

A;,-2B + J) = 0 (12); 

ide 

2 . ■ 5 
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Da (11) e (12), con la sottrazione, 

A, hB + C=^0; 

ule ^ ~ ~ 3 ’ 

.T* - 1 1 1 1 

hi)~ [x-1)* 2(X-1)-- 4(i--I)* 

5 , 1 2x-l 

■^8(a--l) " 24(a:+l) 3(;r*-a; + l)’ 

, f {x^i\]dx _ 1,1,1 

i(x-ll*(a;»+l) 3(a;-l)=> 4(x-l)* ‘ 4(o:-l) 


5 11 

+ g log (a; - 1) + ^ log (JT + 1) - 3 log (j;*-x + 1). 

26. Daremo come esempli addizionali l’ integrazione di 
x”'~* 

-;j — 7 , supponendo w ed » interi positivi, ed «j— I mi- 
nore di n, 

I 

Si cerca l’integrale di — — -, n essendo supposto pari. 

Cb ■” 1 

Per la teoria delle equazioni le radici reali di .t”— 1=q 
sono 1 e— l,e le radici immaginarie sono date dall’ espres- 
sione cosrO + \l {— 1) senrO, in cui 0 =- , ed r prende sue- 

ft 

cessivamente i valori 2, 4, ... sino ad n—2. Ora per l’Art. 19 

se è la frazione da decomporsi, la frazione parziale cor- 

o(«) 1 

rispondente alla radice a è , , . Kel caso attuale 

‘ JP {a)x- a 

9 (a) a*"-* . , , „ , 

= — à = — > poiché a" =1. 

A' (a) na" ' «a“ n 

Quindi corrispondente alla radice 1 abbiamo la frazione 
1 

parziale — jr , e corrispondente alla radice — 1 abbiamo 

n [X — 1 ) / j \»« 

la fraziono parziale— E corrispondenti alla coppia 
Iti/ 4~ i J 

di radici 

cosrO + ,^/(— 1) scuro 
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abbiamo 

jcosrO + V(— l)senrO|"* ^ |cosrO — .^/(-l)scnj-O i”* 

« 5 X— cos rO — ( — 1) sen rO j ^ ?ì j a; — cos r') + v ( — 1) scn rO | ’ 

cioè 

cos«ìrO+ ^( — I)sen7«r0 cosiMrO— ;y/(— l)son?«rO 

Jt jx — cosrO— ^{— l)senrO j ‘ « j® — cosrO+ ^(— IjscnrO } ’ 


2 cos »?r0 (j;— cosrO) — 2 sen ?«r0 sen rO 
n (z* — 2x cos rd + i) 


3 /'* — 1 « (d; — 1 ) ' M (a; + 1 ) 


2 ^ cosjwrO (a; — cosrO) — senwrO scnrO 
^ n“ [x — cos rO)* -h sen* rO ' 


in cui £ indica una somma da formarsi dando ad r tutt’i 
valori interi pari da 2 ad a — 2 inclusivaracnte. Quindi 

*) 1) 


+ - Icosff^r01og(a:*— 2a:cosr0f 1) — SsenwrOtan ’■ 


j- — cos rd 
sen rd 


S/ * 

27^ Si cerca l’ integrale di pj — essendo supposto di- 


La radice reale di a:” — 1 = 0 è 1, e le radici immagina- 
rie sono date dall’espressione cos?*0 + ^/( — 1) senrO, in cui 

0 = ^, ed ?• prende successivamente i valori 2,4,... sino 

ad ?»— 1. Quindi come .sopra troveremo 

[x'^~'dx I 1 

/ —Tt — r = - log i'.T — 1 ) - I cos mrd log fa* — 2.r cos rd ì 1 ) 

J X — 1 n n 


— - .scn mrd tan“' 
n , ^ 'v 

/. ■ ì P- (. .. 


X — cos rd 


L ì P s ^ ■' 

> {■ V. 0 V V 

I ^ 
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28. Si cerca l’iuteg-rale (li , n csscudo supposto pari. 

L’equazione ;(■" + 1 = 0 non ha ora radici reali; le radici 
iintnaginarie sono date dall’ espressione cosrO + v^( — IjscnrO, 

in cui 0 = -, ed r prende successivamente i valori 1,3... 
n 

sino ad n - \. V. se c c una radice di .t'* +1 = 0, abbiamo 

9 («i a"-* . 

F' I/o ”” ”* «a“ ~ n ’ 

cosi la .somma delle due frazioni corrispondenti ad una cop- 
pia di radici immaginarie è 

2 cos mrfì (x — cos rO) — sen mrfj sen rO 
■il — cosrOi- + son*rO 

Quindi 

</j- 1 • 

( — jj — CO.S WrO log (JL- — 2j- cos rO r 1) 

J d " - 1 li ” ' ' 

2.. .T — cosrO 

-- - 1 sen mrfi tan ‘ — , 

u sen rO 

in cui 1 indica una somma da formarsi dando ad r tutt’i 
valori interi dispari da 1 ad li — 1 inclusivamente. 


(C * 

29. Si cerca l’integrale di — — , n essendo supposto 
dispari. 

La radice reale di a." + 1 = 0 è in questo caso —1, e le radici 
immaginarie sono date dall’espressione cosrO + \/{— 1) senr9, 

in cui 0 = - ed r prende successivamente i valori 1,3, .. . 

• ’ii 

sino ad n — 2. Quindi otterremo 

lx”‘-hlx (- 1 )'"-' 




1 2 r**"Cos^0 

- 1 cos mrh log [x* — 2j cos rO i Ij t- - - sen mH) tan~' . 
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ESEMPII. 


1 . 

2 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 

9. 

10. 

11 

12 


1 (j:^- 1)* t . -,2x 

loffH —r r.tan ' — 


f (Ix 


/3 


/3 


a:* dx 


7ar+T2 = i- ' 


h 

f dx _ 1 

i — a:* ~ 2 é 

C2x* — 3fl* 5 _a; 1 a; — a 

I — r r (IX — TT tan ' loff . 

J X* — a* 2a a ia ° x + a 


_ X , 1 , a rX 

2»»‘“ 5 + 4?'“»ì^ 


dx 


1—1 1::: = -loo- 

J ^ ^ ^ 1 ì O ® 




1 
2 

a; — 1 


a;* + x+l 1 _, 2x+l 

,+ lJ (x^+Xt-1)”2‘“® x*+i V3 


+ x*~2“6^°^x+ 1 ' 3 


^'2 , a: 
-tan 


rx* — 1 1 X* — x + i 

jx* + x*+ 1 ^•^"2 x* + x+'r 

rx* — 3x + 3 x-2 

/* (3x — 1) f/x 1 5- , o\ ^1 ; <\ 

L-x--2x =2‘^g-^ + 6‘°g(‘^~^l-3‘°gt^+'l- 


■ / 
•/i 


rfx 


1 ( , X + 

(X* + a*) (x + /J) “ ¥Ta- 1 V (X* + «*: 

dx 


- tau ' - f . 
« « ) 


X (1 4 .T+ X* + X®) 


==log-x-5 10^(1 +x) - hog(l !-x2) 


-i^tan 'x. 
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13. 


14. 


15. 


16. 


17. 

18. 


/i 


dx 11 , 

[X- 1)* (x*+ !)* ~ ~ 4(a;-l) “ 2 ^ ~ ^ ^ 


+ 1 ^ - 4{^Vl) + 1 


h 


xdx 2 1 1/ ,. . , 

(1 + x) (1 + 2a:]* (1 + X*) 5 1 + 2x olo&ll+a’) 

7 16 1 ' • 

- j^-Iog(l +x*)+-^log(l + 2x)-[-^tan-'x. 


50 


C x^dx 1 X* — X V2 + 1 

jx* + 1 ^ 4;^ X* + X V2 + 1 

+ ^ i tan-' (x V2 + 1) + tan-' (x sj2 - 1) \. 

C oc^dos 1 1 

Js^Tì + 1) - 6 (®* + 1) 

-f ^ ! tan-’ (2x - V3) - tan"* (2x + ^!3) |. 
dìj 


/ 


V(1-’/) 


Si prenda 1 — i/’ = y^-s. 


/- 


dx 


(1 -f- x) v/ (1 + 3x p 3x*) 


Si prenda y = 


X 


1 + ® 
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CAPITOLO III. 


FOHMOLE DI RIDUZIONE. 


30. Sia a Vho!^ dinotato con X] per mezzo dell’integra- 
zione per parti abbiamo 





(IX 

dx 


dx 


= (d 

m m ì 


L’equazione (1) si chiama una formala di riduzione', per 
mezzo di essa si fa dipendere l’ integrale di re*""* X'' da quello 
di Nello stesso modo l’ultimo integrale si può 

far dipendere da quello di e cosi, se j» è un 

intero possi amo^rocedere sino a che si arrivi ad X^~^, 

cioè che è integrabile immediatamente. 

Da (1), con la trasposizione, 

XP-* dx = f a?’"*’ X" dx. 

j ónp onpj 


Si muti m in m — n & p inp-fl; cosi 


/ 


x"-* 


XP(fx = 


x”-”X^-« 
bn [p r 1) 


bn [p -f 1)J ‘ 


X^+'^x.. 


( 2 ). 


Questa formula si può adoperare quando desideriamo far 
dipendere l’integrale di x'^X'' da un altro nel quale l’espo- 
nente di X è diminuito c quello di X aumentato. Per esem- 

3 

pio, se j» = 3, » = 2, Q p- — -^, abbiamo 



xhlx 



X 1 i dx 

b v'(« + i,r*) ~bì ^l[a + hx^] ' 
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L’ultimo integrale ò stato già determinato, e cosi la prò 
posta integrazione è effettuata. 

Poiché j x”‘~' dx = J a:’"-' X’’~' {a -f 5x") <lx 

= aj x”-' Xf-' dx X h j x'"-^’‘-*Xf‘-\lx; 

abbiamo da (1) 

dx=:afx”'-'XP-'dx+l> I x’"^"-'A’P-'f/x , 
m mj J j 

onde f x”'-‘Z'’-V7x = fx”‘^-* XP~* dx. 

J am am j 

Si muti p in -j- 1, ed abbiamo 

U^-'X-dx = L ... ( 31 . 

J am am j ' 

Si muti m in m — « e si trasponga, allora 

fx’"-LV" dx = - 1”^ — f x’"-”-’XP dx (4). 

J b [m + np] b [m + np)} 

Abbiamo già ottenuto da (1) con la trasposizione 

f dx = f dx ; 

J bnp bnpì 

inoltre j x*""* X'p dx = a Jx’'-*X’^' dx + b dx ; 

r C t "* m C 

onde 1 x”^-'XPdx = a x”'-'X’>-hlx +— x’”-'X»’dx ; 

J J np np] 

onde [x’"-« XP dx = f ^ f x^-*XP~' dx. . . . (5). 

J J m-r np m + np J 

Si muti ^ in j9 + 1 e si trasponga; cosi 

7 «I-. T-n , x”‘Z'’+* m + np -rii f 

/ .x*" ' A Pdx = TT I a ’A * dx. . . 6', 

I an(pi-ì) an(p;l)J 
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31. Allorché si propone un esempio al quale è applicabile 
una delle formole precedenti , possiamo o adoperare quella 
formola particolare o pure ottenere il risultato richiesto in- 

f 

dipendentemente. Così , supponiamo si cerchi | ^ — ; 

abbiamo 

= _ f 

J ' c* — X*) J dx 

=^-s!{c^ - x”*- • (m - 1) j x"*-* V (c* - «*) dx 

111 i\ . / ,, l’(c*-.r*)x'""*d,r 

= I”* - '>1 • 

Con la trasposizione,. 


onde 


.r"*dx x"* *\/(c® — .T-) (>« — l)c*i" x” *dx 


+ ■ 


m ' \J{c' 




I x"‘dx _ 

J 

Questo risultato si accorda con l’equazione (4) dell’arti- 
colo precedente se facciamo a = c*, 5 = — 1, w = 2, ;? = — J , 
e mutiamo »t in 7/1 + 1. 

/* dj[/ 

Inoltre, supponiamo si cerchi f - ùt~, — —, — jr- Abbiamo 

. f fdV(g» + x«l 1 , 

J x’“ (a* -t- X*) J dx x”*’* * 


W-M 




(a* + X*) /■ a* -1- X* 

- i + (»» + ^ ^ ^,) • 

Con la trasposizione, 

I ... , 1 ^ V («* + ... r 

(j/t V 1) aj j ^ , 
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e mutando m in »» — 2 otteniamo 

dx _ V (®* m — 2 f dx 

+ (m — ììa\l x"‘~- ,J[a* f- o:*j 

( 2 ). 

/* 

Un altro esempio è fornito da — JiJ’ qualesi può 


scrivere 


C ^(Ix 

nell’equazione (4) dell’articolo prece- 
dente facciamo J = — 1, n = \, p — — \, e mutiamo a ed f» 
in 2« ed j» T- {- rispettivamente, abbiamo 

C x”*dx _ 

J \/ {2ax — X*) ~ 


x”‘ ' v\2«x — X*) a (2m ~ lì f x”'~' dx 


m 


m 


h 


[2ax — X*) 
(31, 


il che del resto può ottenersi indipendentemente. 

I 

32. Ncirequazione (6) dell’ Art. 30 si pong-a a = c', »t = 1, 
« = 2, 6 = 1, G p = — r‘, cosi 

f dx X 2r — 3 f dx 

J (x* -h c*)’’ 2(r — l)c^(x* -1- 2(r — l)c*J (.r* + c'Y~* * 

Questa formula serve per ridurre la forma 

f (Ax -f B) dx 

J {x^ -2ou; + a^+^Y' 

che s’incontra nell’ Art. 18^ poiché quest’ ultima espressione 
si può scrivere cosi, 

f A!x — a.]dx , ^ /■ dx 

i 1 (X - ai* +~^ J I {X - a)* ’ 


cioè 


— + {Act -1 J!)j 


dx 


2(r-l) j{x-a)*-hg* 

Ponendo x — a = x', abbiamo 

f dx _ ( dx' 

I j(x-a)*-f'pY "i l^^Fr ’ 

e eosi la formula precedente diviene applicabile 


(X - a)* -h p*!’’ 
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33. Queste forinole di riduzione sono molto utili quando 
l’integrale deve essere preso tra certi limiti. Si suppongano 
o(x), funzioni di x, tali che 


't' W y 
,'b 


allora 


I 9(x)dx=^yji)-y(a) fi <^(x)dx, 

J a J a 

come è ovvio per TArt. 3. 

Per esempio, si può mostrare che 


_x(c*- 

■X*J* 


tt -1- 

1 

11 1- li 


’dx;: 


j (<?* — X-)* dx 


si supponga ^ una quantità jìoszk'va, allora x(c* — x*)* sva- 
nisce per x = 0 e per x = c. Quindi 

i*C ^ ^ 

(6* - x*i * dx = (c* - xY ~'dr. 

J 0^ ' r 1 J 0 

Il seguente è un esempio analogo. Con l’ integrazione- 
per parti / 

|x"-' (1 - x)"-’ dx = - f ^ I x*--* (1 - X)” dx.. 


Quindi f af~' Il — x)”~* dx — - — -I x’‘"*(l— x)" 
J 0 n J 0 


dx. 


Cosi se r è un intero possiamo ridurre l’ integrale ad 

l* 1 

/ (1 — x)"'*^’' *dx, cioè ad ri quindi 

Jo' ' n + r-\ 


r ,1 - ri- * = 

.'0 ‘ ' M (« -j- 1) (» -r 2) . . . . . . (» -f r — 1 


I) 


34. L’intcg'razione delle funzioni trigonometriche è faci- 
litata dalle formole di riduzione. Dinoti tpisenx, cosx) una 
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funziono di seno: e cosx; allora se poniamo senx = 2 , ab- 
biamo 


1*9 (scnx, cosx) dx = J 9 { 3 , ^^(1 - z*) { dz 




dz 


(1). 


Per esempio, sia <p(senx, cosx) = sen** x cos’x; allora 

J seti’’ X cos'^xdx =Jz’’ (1 — z®)-'*^ dz (2 . 

Se nelle sei forinole dell’ Art. 30 poniamo a = l, 5 = — 1, 
M = 2 , ^ ^ [ 5 ' — 1 ), abbiamo 


^"-‘(1 -z*)*'’ 




r -Uv- 3 ) 

/z'’*+‘{l -z*)* dz 


m 


m 


z*«-*(i _ -t)ì<’^" m-2, 


q^\ S-hlJ ^ 

z + ^!LL1±1 • 

«j tn ] 


'"-2(1 _ 




Z’" (1 


»i -1- J — 1 


4* 


‘’^ì — — [z«‘-s(i '4/z 

I - 1 i ' 


«l -i- q 


m + q - i ' jn i- q 
r'"(l -z»)»'^’’ w-^j'+l 


^ l-^j’z’'"'(I -z*)^’ “4/z 

-T 1 J 


/ 


iv 

sen^^ ’x cos'/~'x 5' — 1 /’ 


Se poniamo w=p-fl, c z^^senx, la prima delle prece- 
denti equazioni diviene 


scn '’x cos ''xdx — . .1 

^-i- 1 i>-f IJ 

c similmente si possono esprimere le altre cinque equazioni. 


■J scn^^^xcos'^ ^xdx. 
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' dx 


r « J fd C03X , 

/ sen"x dx = — scn" ' x dx 

~ — cosx sen"“*ir + (w — 1) / cos*j: sen’*~*:r i 
• ^ « 

= — cosa: sen"~*a* + {n— l)j (1 - sentir) sen"“*j(?x. 
Trasponendo, abbiamo 

n j sen” j dx — — cosx sen^^'x + (« — 1)J sen^'^xt/x; 

cosxsen"“'x «—1/* 

1 /sen" *xrfx. 

n 11 J 


onde 


Jsen"x dx = 


Dall’ultima equazione deduciamo 

n-i fl-K 


p"sen"xdx = ^^ — - 
J 0 n J 0 

f±z n-3f 

Similmente I * scn""* x dx = ^ 

J 0 n — 2J I 


sen" *x dx. 


n — 3f^r. 

* sen" * X dx. 
0 


Procedendo cosi, se m è un intero pari arriveremo ad 
J * dx 0 se n è un intero dispari arriveremo ad scnx dx, 
che è r unità. Quindi, se « 6 un intero. 


(n — 1) (»- 3) (w — 5) li: .. 

o («pan), 


J* ^ scn" X dx — 

sen”x dx = _ , „ 

Jo n{n—2){n — 4) 3 


n(n-2){n-4) 2 2 

(w-1)(m-3) (n-5) 2 


(n dispari). 


Questi due risultati sussistono se mutiamo senx in cosx, 
come si troverà facilmente. 

36. Dai risultati precedenti possiamo dedurre un impor- 
tante teorema, chiamato la Forinola di Wallis. 
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Si supponga n pari; allora 


sen”a;£/a; = 
o n 


» — 1 « — 3 M — 5 


3 1 


/ 


• scn" 'xdx = 


n — 2 ?i — 4 4 2 2 

a — 2« — 4 m— 6 2 

» — 1 — 3 « — 5 3 


0 ). 

,( 2 ). 


Ora è chiaro che 


f* '^sen"" 
0 




■j dx è minore di / * ' seu" *a: dx 


e maggiore di j sen”x dx; poiché ciascun elemento del 

primo integrale è minore del corrispondente elemento del 
secondo integrale e maggiore del corrispondente elemento 
del terzo integrale. Ed è stato mostrato che 


Adunque 


/: 

I * '' sen" X 

Jo 


1 

* sen"x dx 


n — 1 


*’'sen** ^xdx 
dx 


j*’'scn” ’x 


è minore di 1 e maggiore di 


. 1 


dx 


n 


Quindi il rapporto del secondo membro di (1) al secondo 

• n — 1 

membro di (2) ò minore dell’unità e maggiore di ; cosi 


71, 2-2. 4-4. 6. 6 (n-2)(n-2) 

2^ r3.3.5.5-7 (n-3j (w - 1) ’ 

2-2-4-4.6 G (tt-2) (a-2) n 

® ■' 1.3.3.5-5-7 (»-3y];r^ 1) a - r 


ESEMPII. 


n n 

1 /’/•>. SI* 1 «fl* r , 



dx. 
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2 . = 

+ / ®”*~' ~ 

3. \/ (2ax — X*) dx ^ (2ax — x^)^+aj <J [2ax — x*) dx. 

4. I X .^f (2ax — X*) dx — . 

J 0 z 

5. Jx*^(2ax— x*)dx = — ^(2ax — x*j* -f ^jx\/(2ax-x*)dx. 

/'jfl '»-/»* 

6. x*V( 2 ax-x*)dx=-~ . 

J 0 o 

i'2« 7r/»S 

7. j ^ V — ■'c*J dx = — ^ . 

8. I x" (log x)"* dx = x" (log x)™-* dx. 

/ r"+* f 2 2 ì 

X" tlogx)*rfx = ^ { (logxr - log X + } . 


10 


sec*0 d0 = ^ . 

O 


•/!■ 

12. j sen* 6 cos’ 0 dO = — ^ cos* 0 + ^ cos® 0. 

* i sen-O^coVÓ = ® (‘“ ' “ '■“* "> + 3 

/"son* 0 d9 _ sen Q 1 1 — sen 9 


cos^ 0 2 cos* 9 4 ” 1 ; sen 9 ' 
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15. f*"’’ (cos20)’co.s0rf0 = ^^i^. 

J lo 


)cos = + 


16. 

17. (jers-''^yi/x = (t:* - 4) a. 

18. 1'^ 

J 0 


Si prenda <^'(2) seu 0 = sen^. 
4/4 


’ ir sen* 3- <?;r c* — 1 , 

iT7 ^=— ‘”*<‘+'1 + 


2c* ‘ ■ 


19. Se ?W= -rccosa;) "(?x, mostrare che 

(m — 1) (1 — C-) ? («) = - c scn X (1 ■{■ c cosx)~”" ’ 

+ (2» — 3] !? (?t — 1) — (» — 2) c (n — 2). 

20. f JI2ax — x-ì vcrs~* - £?x . 

Jo a 4 

21. / X i^/(2a.r — X-) vers = — + — . 

J o «94 

22. (tan x)’ = ^ - 1 log 2. 

c essendo < 1. 

24. Sia P = Ax° + Bx''+Cx^ + ..., r„„. = j x’" P" dx, 

a = WJ T 1 + W«, ^ 4- 1 -f »6, Y = »» + 1 -f HC. . . 

Allora 


^ oi-n ^ m-i-ai»— 1 4" ® fn-l-6in— i x OT m+cn— l ■!■••• 

x™+« i>" = + ve' + . . . 

{Camlridge and Dublin Mathematica! Journal, Voi. m. 
p. 242). 
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87. Nel principio di questo libro abbiamo definito Vinte- 
graie di (p(x) tra limiti assep^nati a e l> come il limite di 
una certa somma 2 Ì 9 (a’)Aa;, ed abbiamo dinotato questo li- 
mite cou J tf(x)ds. Abbiamo mostrato che questo limitesi 

conosce appena conosciamo la funzione ò(x) di cui cp(x) è 
il coefficiente dififerenziale. Nelle pagine immediatamente se- 
guenti demmo dei metodi per trovare ^(x) in diversi casi. 
Aggiungeremo ora varie osservazioni e proposizioni, alcune 
delle quali richiameranno l’attenzione dello studente sul 
procedimento di sommazione che ponemmo alla base del sog- 
getto. * 

38. Supponiamo elicsi voglia trovare l’integrale di sena; 
tra i limiti a e h immediatamente dalla de^nizione. Per 
l’Art. 4 dobbiamo trovare il limite quando n è infinito di 

h [ sen a -(- seìi [a + h) + son [a 4- 2A) -f sen j a i- (m — 1 ) A j ], 

in cui A = - (i*— a), 
n ' 


Si conosco dalla Trigonometria che questa serie 


, / « — «A , ( b — ah\ 

A sen f --li j sen A sen la H — g 2/ 


b -a 


sen 


sen 
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Il limite di 


quando n è infinito c quindi h zero è 


sen; 


2; quindi il richiesto integrale è 

„ 6+a b-a . 

2 sen — ^ — sen— ^ — = cosa — coso. 

39. Si cerca il limite quando n diviene infinito della serie 


n 




n 


n 


n 


«* 1 + »* 2* + »* 3* + a* 

Questa serie può essere scritta 
1 1 1 


+ 7 


n 


(a — 1)* + a* 


1(1 

« ì + 


'Hi 


ay 'Hiy '-(^y 


ponendo h per - , otteniamo 


I.U , 1 , 1 

* Il 1 ^ 1 +[2A1* 1 




(2AJ* ' 1 +(«~1)U*1 

Paragonaado questo con l’Àrt. 4 vediamo che il limite richie- 
sto è quello che dinotiamo con f . ■. Orai . -/ = tan~*x; 

^ J ol+x- J l+x* ’ 


quindi ^ ò il limite cercato. 


/•» 

40. Per definizione j o(ap)d.r è il limite quando n di 


viene 


infinito di 


A , 9 (a) + Aj? («,) + A „9 


Ora siano .4 e B il massimo ed il minimo valore che prende 
9 (x) tra i limiti a e ó; allora la serie è minore di 


(A I ■ h 4 


’r AJ A, 
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ed è rauggiore di 

(i| + A, d- + AJ 

vale a dire, la serie è compresa tra 

{b — a] A e {b — a] B. 

Il limite deve perciò essere eguale a (b — a] C, in cui € 
e una Certa quantità compresa tra A c B; ma poiché 9 (x) 
si suppone continua, essa deve, mentre x passa da a a è, 
passare per ogni valore compreso tra A e li, e deve quindi 
essere eguale a C quando x ha un certo valore tra a c b. 
Adunque C = a \ a [b — a)\, in cuiO è una certa frazione 
propria, ed 

[b 

I o (x) dx = (b — a) cp 1 0 '+ 0 (b — a) }. 

a ‘ 


Similmente se ó(a;) ritiene lo stesso segno mentre x giace 
tra a ti b, possiamo dimostrare che 

fb fb 

j (p [x] <1) (x) dx = y {a i- 0 (b - a) Ij 6 (x) dx. 

41. La verità dell’equazione 

rb re rb 

I (p[x)dx = l g(x)dx+ 9 (x) dx (I) 

J a J a J c 


apparirà immediatamente; infatti si supponga essere ij; (x) 
l’integrale di 9 (x), allora abbiamo a sinistra 


cd a dritta 


^ (b) - ò (a), 


(a) + (J) - (c). 

In simil modo l’equazione 


j g{x) d(p = ~j g[x]dx. 


si rende evidente. Possiamo mostrare ancora che 


I g{x]dx=f g{a-x)dx ,3]. 

J 0 Io 
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Infatti ponendo a — x — z abbiamo 


tnide 


I olà- .e] da- --j o [z] dz, 

f® 

I s (« — X’) dx = — I ? (^) dz 

=1^ ?(=)</=> per (2). 


Kvidenternente 




usare il simbolo x o pure z 
non deve racchiudere x o z. 


<f (x) dx, essendo indifferente Io 
nell’ ottenere un risultato che 


Abbiamo da (1) 

.•1(1 .Il .i» 

<? {x) dx = (p{x) dx + ? (x) dx. 

Io Io J a 

11 secondo integrale, cangiando x in 2« — x', si troverà 
J a {2a — x'I dx' o / t? (2a — x) dx. 


eguale ad 


Quindi 


fra .'a 

/ 9 (x) dx = I j 9 (x) + 9 (2« - x) j dx. 
Io J 0 


Quindi, se 9(x) = 9(2a — x) per tutt’ i valori di x com- 
presi tra 0 ed a, abbiamo 


9 (x) dx = 2 j 9 (x) dx. (4), 

c se 9 (2« — x) = — 9 (x), abbiamo 



Per esempio, 

I sen (j dO — 2 I * “ scn ^ 0 dO per (4 , 
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0(1 f cos-'0'10 = O' per (5'. 

J 0 

42. Le equazioni come quelle (late onora debbono essere 
considerate attentamente dallo studente, ed egli non deve 
lasciarle sino a che non abbia riconosciuta la loro ovvia 

i't: 

ed evidente verità. I cos'’OdO è per definizione il limite 

.J 0 

quando n diviene infinito della serie 

à I cos* A + cos’2A cos^ 3A -I- cos’ (m — 1) A j, 

in cui nh = ~. Ora 

cos*A = — cos® (» — 1) A, cos*2A = — cos^ (» — 2) A ; 

così i termini positivi della serie eguagliano i termini ne- 
gativi c lasciano zero per risultato. 

Nello stesso modo la verità di /* sen-’O rf6 = 2| *'^sen* OdO 

.10 J 0 

segue immediatamente dalla definizione dell’ integrazione, o 
dal fatto che il seno di un angolo è eguale al seno del suo 
supplemento. 

43. Si supponga b maggiore di a c <^{x) sempre positiva 

tra i limiti a e i (li xj allora ogni termino nella serie l 9 {x)Ax 

fb 

è positivo , c quindi il limite I <p (x) dx deve essere una 
quantità positiva. 

44. Tutto ciò che si è stabilito suppone’ che la funzione 
da integrarsi sia sempre finita tra i limiti dell’ integrazio- 
ne; poiché bisogna rammentarsi che questa condiziono fu 
introdotta espressamente nella proposizione fondamentale. 
Art. 2. Se quindi la funzione da integrarsi diviene infinita 
tra i limiti dell’integrazione, le regole dell’integrazione non 
possono applicarsi; al meno il caso deve essere specialmente 
esaminato. 

45. Si consideri / , , " ; il valore di questo integrale 

yo\/(i-xi 

è 2 — 2 \/(l — «b Qui la funzione da integrarsi diviene in- 
finita quando x = 1 ; ma l’espressione 2 — 2 ^/(l — a) è finita 
quando « = 1. Quindi in questo caso possiamo scrivere 
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i*' clx 


, — 2, purché riguardiamo ciò come un’ahhrevia- 

. . ■ dx 

zione della seguente proposizione; « J — — è sempre 

finito se a è unh quantità minore dell’mnità, c prendendo 
a sufficientemente prossima all’unità, possiamo far differire 
il valore dell’ integrale tanto poco quanto ci piace da 2. » 


46. Consideriamo ora 


dx 
0 1 — a: 


; il valore di questo inte- 


grale è ~ log(l — a), il quale cresce indefinitamente quando 
a si avvicina all’ unità. Quindi in questo caso possiamo 

scrivere I , — oo purché riguardiamo ciò come un’abbre- 

J ol-X ra ^ij; 

viazione della seguente proposizione: « / — 

J ol — 


cresce indefi- 


X 


nitamente a misura che a si avvicina all’unità, e prenden- 
do a sufficientemente prossima all’unità possiamo rendere 
l’integrale maggiore di ogni quantità assegnata. » 


47. In fino consideriamo 


h 


dx 


qui l’integrale è 


(1 l-x 

Se senza osservare che la funzione da integrarsi diviene 
infinita quando x=1, proponiamo di trovare il valore del- 
r integralo tra i limiti 0 e 2, otteniamo — 1 — 1, cioè — 2. 
Ma ciò è falso evidentemente, poiché in questo caso ogni 
termine della serie indicata da 21 9 (x)Aj è positivo, e quindi 

ri (jj; 

il limite non può essere negativo. In fatti I ed 

^ Jo(l-j;j* 


/* dx 

J (I — entrambi infiniti. Quest’esempio mostra che 


dx 

i(l — Xj^ 

le regole ordinarie per integrare tra limiti assegnati non 
possono essere adoperate quando la funzione da integrarsi 
diviene infinita tra questi limiti. 


48. Nella investigazione fondamentale nell’ Art. 2, del va- 
lore di I (x) dx, i limiti a e ò sono supposti al pari 
J a 

della funzione o(x). Ma spesso troveremo conveniente di 
supporre uno o ambedue i limiti infiniti, come indicheremo 
ora con esempli. 


Digilized by Google 



OSSERVAZIONI DIVERSE. 


r dx f ilx 

Si consideri / , rinterrale è tau”*^. Quindi | ; — — 

J 1 -rX^ ° J ol +.T* 

= tan“’«; quanto più grande diviene a, tanto maggiormente 
tan“’a si avvicina a ^ , c prendendo a sufficientemente 
grande, possiamo far differire tan~’« tanto poco quanto ci 


piace da quindi possiamo scrivere j 
abbreviazione di questa proposizione. 


(Ix t : 

= - corno un 


Similmente 


fa dx _ 
J 0 1 + x~ 


log(l -r a); c prendendo a sufficien- 


temente grande possiamo rendere log(l -r-fl) maggiore di 
ogni quantità assegnata. Quindi per abbreviazione possiamo 
scrivere 

dx 


/■ 


\-rX 


: 00 


49. Supponiamo la funzione (f[x) diventare infinita una 
sola volta tra i limiti a e è, propriamente, quando x~-c. 
Allora non possiamo applicare le regole ordinarie dell’in- 
tegrazione ad J 0 (x) dx', ma possiamo applicare queste re- 
gole ad 

/ c-jji rb 

g(x]dx-r I (p (x) dx 
a J C+-U 


per ogni valore assegnato a g comunque piccolo. Il limite 
dell’ultima espressione quando g diminuisce indefinitamente 

è detto da Cauchy il valore jirincipale dell’integrale j a (x) dx. 
Per esempio, sia c{x) = — - — ; 

C X 


allora 


f 


dx 

c — X 
rb 


log 


c — a 


c ‘ jj. C — X J ri y. X — C IJ. 
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c - a 


h —C 


quindi il valore jìrincipale è ^ 

e — a 


log 


b — e 

50. 11 valore di 


I* d x 

J .r 


ò sou“* - ; quindi 


l’" f/x 

-a [U- - X^] 


— son ‘ — soli ' (— 1). 


Gli studenti sono sposso in dubbio riguardo al valore che 
deve assegnarsi a sen'^{l) ed a sen~‘(- 1) in un risultato 
come il precedente. Supponiamo si ponga x—a seuO; co.si 

r integrale diviene i/O o 0. Ora x cresco da —a ad a, 

quindi i limiti assegnati a 0 debbono essere tali da corri- 
spondere a questo andamento dei valori di x. Quando x= — a 
allora 0 può avere un valore qualunque contenuto nella for- 

mola (4«— 1)^, in cui m è un intero qualunque. Suppo- 

niamo che si prenda il valore (4« — 1) ~ , in cui « è un 

determinato numero intero, allora corrispondente al valore 

x = a dobbiamo prendere 0 = {4« - 1) | -|- tt ; ciò si renderà 

chiaro osservando che x deve variare da — a a fa, in 
modo da crescere continuamente e passare solamente una 
volta per il valore zero. 


Quindi 


■® dx 

-asl{a? — x^] 


Siccome questo punto presenta spesso difficoltà ai princi- 
pianti considereremo un altro esempio. 


Supponiamo si cerchi 


r. 


sec* 0 dO 
a* -f tan* 0 " 


Abbiamo 


/ 


sec* Odù 
a* -f tan* 6 


-tan ’ 
a 



c siccome l’ integrale deve essere preso fra i limiti Oc", 
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dobbiamo determiuaro i valori di tan ' quosti 

casi. Si supponga 0, 0,, Oj, 0j,...,0„, n, essere una serie 
di quantità in ordine di grandezza. Per la natura dell’ in- 
tegrazione ‘ 


rT‘ rOt f'a rO* .t. 

/ «dO = I «dO I- / vfl<l 4- 1 ?fdO -f . . . + I ffdO. 

J 0 j 0 J 01 .1 Oi J Oh 


Ora ciascuno degli integrali a dritta può rendersi tanto 
piccolo quanto ci piace crescendo n o facendo che duo quan- 
tità consecutive come 0, e 0^^, differiscano tra loro tanto poco 


quanto ci piace. Quindi vediamo che il simbolo tan” 

deve essere preso in modo che tan~' — +an~> 

diminuisca indefinitamente al pari di 0,..,., — 



Adunque tan” 


(^) 


deve crescere continuamente con 


0, e può passare solamente una volta por un multiplo di- 
spari di ^ mentre 0 passa da 0 a re. Quindi se prendiamo 
: per il valore di tan~* quando 0 = 0, dobbiamo 




prendere [m -1- 1) “ per il valore quando 0 = i:; c cosi il va- 
lore dell’integrale tra i limiti assegnati è ^ 


Un errore comune ai principianti si ò di prendere il .se- 
condo valore eguale al primo, invece di fare che il secondo 
valore superi il primo di i:; cosi il valore dell’integrale pro- 
posto si rende zero, il che contraddice all’ Art. 43. 


Inoltro , supponiamo 


si 


richieda 



{a — c COS0) d0 
+ c* — 2ac cos 0 ■ 


f (a — c cos 0) _ 1 /’ 1 1 a* — c* I 

J a* + c* — 2accos0 ~2«i I ^ a* -f c* — 2ac cos O i 

«a* I c*— 2accos0’ 
8 


Cosi l’integrale richie.sto fc —• ^ 

“ 2a 2a 
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J a- + — 2ac cos 0 

_ l‘ SCC^jfjc/fj 

j(a — c)- + {a+cj^t 


— ITT — i ^ ì ' 

an^4 0 \a-c * / 


J (a — c)- + (a + cj^ tan* | 0 a* — c* V « -c * / ' 

Quando questo risultato si prende tra i limiti asseg-nati si 

2 Ti 2 r 

ha 5 ^ se a è mag-giore di c, c ^ se « è mi- 

a* — c- 2 °° — c- 2 

nore di c. 

Quindi il valore dell’ integrale proposto ò ^ so a b mag- 
giore di c, e zero se a è minore di c. 

I- n 

51. Sia richiesto I* logsena:f/j. 

J 0 

Per l’equazione (3] dell’ Art. 41, 

I * log sen xdx=j^^ log sen dx = J’' " log cos x dx. 

Quindi, ponendo y per il richiesto integralo, 

2y = [log senx + log cosx) dx 

=- log (sen X co.s x) dx 

= j log sen 2 r — log 2 \ dx 

P r. 1 

= 1* log sen 2.r dx — 5 i: log2. 
j 0 A 

Ma ponendo 2x = x\ abbiamo 


log sen .r' dx' 


1 r 

log sen2x r/x = o I logsenxd.t' 

/Cj 0 

— log sen X dx, per l’ equazione (4) dell’ .\rt. 41 ; 
J O 
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quiudi 

ondo 


2'/ = y-òlog2, 


t: 1 

•/ = jlog2. 


Inoltre, I ^ Ci* log sen 0 rfO = f (- - 0]* log sen 0 itO, per l’c- 
quazionc (3j dell’ Art. 41; quindi 

0 =j^ (-- — 2~0) log sen 0 rf'j, 

do 


onde 


0 log sen 0 d’i — ^ 


log sen 0 dO = ^ l«g g 


/ ■ loff (1 *4“ .TÌ 

Sia ricliiesto J — ^ — t/x. Si ponga x = tany, e Tin- 

t: 

tcgralo diviene j log(l 4 tany’ r^i/; ma per l’equazione (3) 


dell’ Art. 41 


ed 


quindi 

onde 


/ ^ log 1 1 + tali y) fly = I ^ log j 1 + tun Q - pV (Ij/, 

lo,a,,(= y) = l+i:iÌH» = _4_; 

\4 •’ / 1+tany 1-t-tany 

2j^log(l +tany)(/y=|log2; 

logJ)l+£;| I 

j 0 1 4 - . 1 * 8 ° 


Si vegga Cambridge Mathematical Journal^ Voi. ni. p. 168. 

52. 11 resto dopo «4l termini dello sviluppo di 9(^4 A) 
secondo le potenze di h, si può esprimere con un integrale 
definito. Infatti sia 

P[z) = 9 Ix - f : 4 - 9' [O- - z) 4- 1 9" (a; - 5) . . . 4 ^ ?"(.r - . 
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*Si cliffercnzii risjiotto a z, allora 

= (x-4 

S’intogriuo i due membri di questa equazione tra i limiti 
0 ed A; così 


F (A) _ i-’ ^0) = - 1 j * z” [X - 3) dz, 

cioè, 

9 [x - A) + A 9' (d; - A) + ~ 9" (x _ A) . . . + — 9" (x - A) - 9 (x) 

1 




l»' 

Ponendo a + A invece di x e trasponendo, verrà 

A" 

9(a + A) = 9 («) + A9',a) + j-g9''(«) • ‘ ?" 


ri/! 


Così l’eccesso di 9 (a + A) sulla somma dei primi » + ! ter- 
mini del suo sviluppo col Teorema di Taylor è espresso 
dall’integrale definito 

i- f z" a"-* ' (a -f A — u) dz. 

1_M J 0 ^ ' 

Per mezzo del primo risultato nell’ Art. 40, possiamo porre 
per questo integrale definito 


0"A""* 

\jt 


(« r A — OA), 


in cui 0 è una frazione propria. 

Per mezzo del secondo risultato nell’ Art. 40 , possiamo 
I)orrc per questo integrale definito 

la , h - <)h) tz" dz, 

\ n ' ^ .'0 
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in cui 0, c anche una fraziono propria. 

53 . Serie di Bermulli. Con Tintcgrazionc per parti abbiamo 

f 9 [x] dx = X rf {x) - 1 a: (x) dx, 

Ix9'(x)dx = j 9 ' (xì-j'^cf" (x) dx , 

I x>r(x)dx'=^~ 9"(x] ~l I* c?'" [x] dx. 


Cosi j 9 [x] dx = X9 W - ?' {^) + S ?" (^) 




fx” 9 "(x]^ 


Quindi, 


9 (x)dx = a9 (a) - 9' {a) + 9" {a} 


1 — V — LL + L> ®”9»xdar. 

[n [« j 0 ^ ' 

Questa serie a dritta è chiamata la serie di Bernoulli. 
In alcuni casi questo procedimento può essere utile per ot- 
tenere J^ 9 (x]dx; per esempio, se 9(x) è una funzione al- 
gebrica razionale dell’ (« — l)""* grado, 0" (x) è zero; o' può 
accadere che /x» 9” (x) dx sia più facile a trovarsi di ^"9 (x) dx. 
O ancora, si può richiedere solamente un valore approssi- 
mato di /: 9 (x) rfx e l’integrale x” 9" (x) <?x potrebbe essere 
sufficientemente piccolo da potersi trascurare. 


+ l» +nr 
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54. Adottando diversi metodi per integrare una funzione 
possiamo alle volte giungere a risultati apparentemente di- 
versi. Ma sappiamo [Cale. Dif. Art. 102) che due funzioni 
le quali hanno lo stesso coefficiente differenziale possono 
differire solamente per una costante, sicché i due risultati 
che otteniamo debbono o essere identici o differire per una 
costante. Si prenda per esempio 

f [ax + b) [a' X -1- b'] dx ; 


s’ integri per parti, così otteniamo 


cioè 


[ax -i- b]- [a'x + b'} a' 


Se integriamo per parti in altro modo, possiamo ottenere 

[a’ x + b'Y [ax -1- b) a 'a' x 
2«' 6a'* 

Quindi 

(«X- + J)* 1 3a («' X + i') - a’ [ax + b) 1 

“ ■ 

[a!x + b'ì‘‘ i 3g'(gx + — a[a’x \- b'\ j 


possono differire solamente per una costante. Quindi mol- 
tiplicando per 6a^a'- abbiamo 

(ax Vf } 3a(a'x -f b'] - a'[ax + b) | 

- a;^[a’x + b')^ 13a'(ax -fé) - a (a'x + b')] = C, 

in cui C è una co.staute. Ciò può verificarsi con la comune 
riduzione. Possiamo facilmente determinare il valore di C’, 
infatti siccome esso ò indipendente da x possiamo supporre 

ax\b — 0, onde, x = — allora il primo membro diviene 

[ab' — ba'f, che è per conseguenza il valore di C. 
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Similmente eia 


j (ax + fi) i/x +j (a'x f fi') dx — (a «') x f fi i- fi' } dx 
deduciamo 

(ax + fi,- (a'x -1- fi')* I (a «') ,t + fi + fi' j- , 

i — - — ■[- i ^ , ' — — ; -1- costante. 

2a 2a' 2 (a + a j 

Si moltiplichi per 2aa'(a + a'] e poi si determini la co- 
stante supponendo a; = 0; cosi otteniamo l'identità 

a' (a + a') (ax -f fi)- + « (a -f a') (a’x fi')* 

= aa' j (« -f- «') jc -h fi 1- fi' I* + (fi»' - rtfi')*. 

55. Con J'cf(x}dx noi indichiamo la funzione di cui (f(x) 

è il coefficiente diflercuziale; si supponga questa essere 
Allora possiamo richiedere la funziono di cui tje(a;) è il coef- 
ficiente differenziale, la quale dinotiamo con j't^lxjdx, o con 
IffM dxdx, e così di seguito. Por esempio, l’ integralo di 
c*'*' , in cui C, ù una costante; l’ integrale di 

■ questo è 

-*i -i- C^x -f- Cj ; 


l’integrale di questo è 

1 Ir ^ r. 

-f- C, ^ -i- C^x + C ~ , 

C 

in cui — essendo ancora una costante può dinotarsi jier 

semplicità con li so ci piace. Procedendo cosi troveremmo 
per risultato dell’ integrare successivamente n volte 

-f A,x"-* -f J,x”~^ -h . . . -t- A„, , X f A„ , 

in cui A,, A.^,...A„ sono costanti. 
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È facile di esprimere un integrale ripetuto j>er mozzo di 
integrali semplici. Infatti sia % una funzione di sia 

Ht=juclx; sia sia 

e cosi di seguito. 

Integrando per parti abbiamo 

«j = J = rrw, — j" X (Ix = X juitx -j xudx; 

«j = j * Ufiìx — j " I xjiidx — j xudx I </.r; 

quindi integrando per parti , 

«3 — ^j ~f ^2 ~ ^ + f 

f udx — xj xudx + x^udx. 


xH 

“ 2Ì® 

La formola generale è 

[w «„+, = x"j udx — ux^~' j xudx + x"~*jx*udx - . 

x”-^J. 


+ (-l) 

(— i)”Jx”udx 




+ 


La verità di questa formola può stabilirsi facilmente per 
induzione; infatti se difierenziamo i due membri otteniamo 
una formola simile con « — 1 in luogo di «. 
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ft 

- /■" a* dx óra* 

^ • i u = 16 - • <>•) 

/*“ Xt/x 
/ 0 y' ( 2 a.r — X*) ~ 

q Z”® (a* — e*;c*) ilx ra* e* \ 

^ r rfx r 

J „{a^ + x^] (i* + X*) “ 2ab {a + b) ' 

5. Se 9 (x) = :p (a -f- x), mostrare che 

r Ca 

9 (.t) dx = nj 9 (x) rfx. 

6 . Mostrare che 9 (x) dx = 9 4 x^ t/x. 

7. Mostrare che = ^ . (Si muti x in r-x'j. 

J o 1 4 cos* X 4 ^ ' 

S. Mostrare che / (2ax - x*)'‘ vers~> - r/x 1 = — ^ — . 

J 0 a 16 

(Si muti X in 2a — x'). 

y. Trovare il limite quando n è infinito di 

111 . 1 

V(»*- 2 *) + • 

Risullaio. ~. 
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10. Trovare il limite quando fi è infinito di 

(à)" " (IJ + (Sf* ■ • ■ “ 

(5 è)” + (5 + D' + G é)" + - 


Risultato. 


l\P+i • 


© 


11. Trovare il limite quando « è infinito di • 

Risultato.^ . (Si prenda il logaritmo dell’ espressione. ) 


12. Mostrare che j log taiix dx = 0. 


1 3. Mostrare che j scn .r log scn x dx = log 2 — 1 . 


14. Se /(. t) è positiva e finita da x = a adx = «4-<;, mo- 
strare come si possa trovare il limite di 




quando n ò infinito; e dimostrare che il limite in qun- 
1 ra'c 

stione ò minore di - I /{x) dx, ammettendo che la 
C J a 

media geometrica di un numero finito di quantità 
positive che non sono tutte eguali ò minore della 
media aritmetica. 




(Quindi dimostrare che r® è minore di 
a meno che v sia costante da x = 0 ad x = 1 


i I e'* dxy 
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15. Il valore deir integrale definito^ log(l+wcos*0)d0 può 

trovarsi per qualunque valore positivo dato ad n per 
mezzo, della formola 

[^log(l + «cos*0)d0=:|logj (1 + m)(1 + w,)* (l + 


in cui sono quantità legate dall’e- 

quazione 

»r* 

16. Mostrare che 



cos ax dx — 


e'^co8{ax — <p) 


+ una costante, 


in cui tau 9 = -. Quindi mostrare che se e''^ cosax 
c 

s’integra n volte successivamente il risultato è 


c'® cos {ax — no) „ ^ ^ . 

(«*-f 
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DOPPIA INTEGBAZIONE. 


56. Dinoti 9 (x) una funzione di x; allora abbiamo veduto 

che r integrale di ? (x) è una quantità « tale che ^ = 9 (•^)- 

L’integrale si può anche riguardare come il limite di una 
certa somma (si veggano gli Art. 2 — 6), e da ciò è derivato 

il simbolo J cp(x)clx col quale si dinota l’integrale. Proce- 
diamo ora ad estendere questi concetti dell’integrale ai casi 
in cui si hanno più variabili indipendenti. 


57. Supponiamo che si debba trovare il valore di « che 
(Pii 

soddisfi all’ equazione = ? (ar, j/) , in cui (i{x,y) è una 

ciy ax 

funzione delle variabili indipendenti x ed rj. L’equazione 
può essere scritta 


d (du\ , , 


dv 

dy 


= t yìr 


du 


se r = — . Così r deve essere una funzione tale che se la 
dx 

differenziamo rispetto ad y, considerando x come costante, 
il risultato sarà 9 {x, y). Possiamo porre perciò 


0 sia 


V 

dii 

dx 


y) dy, 
= f<r (‘■r. !/) dy. 
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Quindi H deve essere una funzione tale che se la differen- 
ziamo rispetto ad x, considerando y costante, il risultato sarà 

la funzione dinotata da j cf (t, y) dy. Adunque 
u=j‘IJ<flx,y]dyìjdx. 

Il metodo per trovare « si può descrivere dicendo clic prima 
s’ integra ? (x, i/) rispetto ad y, e poi s’integra il risultato 
rispetto ad x. 

La precedente espressione di u si può scrivere più conci- 
samente così, 


!/) 0 JJ? (^7 y) dx dy. 

Su questo punto della notazione gli scrittori non sono del 
tutto uniformi; in questa opera adotteremo l’ ultima forma, 
cioè, dei due simboli dx e dy porremo dy a dritta, allorché 
consideriamo l’integrazione rispetto ad y eseguita prima 
dell’integrazione rispetto ad x, e viceversa. 

58. Potremmo trovare u integrando prima rispetto ad x 
e poi rispetto ad y; questo procedimento sarebbe indicato 
dall’equazione 

a = jjo [x, y) dy dx. 

59. Poiché abbiamo due metodi per trovare u dall’equa- 

dru 

zione - — — = 9 (x, y), sarà desiderabile di investigare se si 

può ottenere più di un risultato. Supponiamo adunque che 
ed siano duo funzioni ciascuna delle quali quando si 
pone per u soddisfi alla data equazione, sicché 


dx dy 


= 9Ì^7y] 


c 


dx d y 


= <? y)- 


Abbiamo, con la sottrazione, 

d'^u, ePUj _ Q 

dx dy dxdy~ ’ 
d (dv\ - . 
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Ora eia un’equazione -^ = 0 deduciamo che w deve es- 
sere una costante, cioè, deve essere una costante in quanto 
si riferisce ad x\ in altri termini, w non può essere una fun- 
zione di X, ma J9«ò essere una funzione di ogni altra varia- 
bile che occorre nella questione che si considera. 


Così dall’equazione 


\d\i 


dx \dy/ 


0 deduciamo che ^ 
dy 


non 


può essere una funzione di x, ma può essere una funzione 
arbitraria di y. Sicché possiamo porre 


dv 

dy 




Integrando deduciamo 

v=Jf(yìdy 


+ costante. 


Qui la costante, come la chiamiamo, non deve contenere 
y, ma può contenere x; la possiamo dinotare con )( (x). Ed 

dy lo dinoteremo con [y) ; cosi finalmente 


|/( 2 /) ' 


® = X(x). 


Adunque due valori di u che sodisfanno all’equazione 

^ = (f [x, y) possono differire solamente per la somma di 

due funzioni arbitrarie, l’una della sola x e l’altra della 
sola y. 


60. Mostreremo ora il legame tra la doppia integrazione 
e la sommazione. Sia <f{x,y) una funzione di x ed ?/, che 
rimane finita c continua finché x è compreso tra i valori 

fissi a e ò,cd y tra i valori fissi a c p. Sia a, x„ Xj, 

b una serie di quantità in ordine di grandezza; del pari sia 

a,?/,, 1 / 2 » !/m-r ? un’altra serie di quantità in ordine 

di grandezza. 

Sia X| “ a — b x^ “ X| — • ò ~ b^^ 

similmente sia 


Vt * — J' Vt Ut — V' ~ Um~l — ^ 
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Proponiamoci ora di trovare il limite della somma di una 
certa serie in cui ogni termine è della forma 

? (^r-H 

in cui r prende tutt’i valori interi tra 1 ed « inclusiva- 
mente, ed s prendo tutt’ i valori interi tra 1 ed m inclusi- 
vamente; ed ultimamente m ed » debbono supporsi infiniti; 
ancora ed debbono considerarsi equivalenti ad a ed a 
rispettivamente. Cosi possiamo prendere kk<f (x, y) come tipo 
dei termini di cui vogliamo la somma, o pure possiamo 
prendere Ix \yo (x, y) come un simbolo anche più espres- 
sivo. La serie è allora 

K i *1? («. a) + (a. !/i) + /‘•s? {«. Vt) + ! 

+ h 1 + h 9 + 9 (^l.!/m-l) ì 


+ K\^i?{!rn-v(^)+h^{^n-vyt)+ +fcm 9 (^,.-|.ym-») !• 

Consideriamo una delle linee orizzontali di termini che 
possiamo scrivere 

l^l9 “) + ^*'i9 (-Tr. Vi) + Vi) + 9 Vm-t) i • 

Il limite della serie in parentesi quando di- 

minuiscono indefinitamente è, per l’Art. 3, 

r? 

I q{x^,y]dy. 

J a 

Poiché questo è il limite della serie, possiamo supporre 
la .serie stessa eguale ad 

j ^<f(x,,y)dy + g,^i, 

in cui ultimamente svanisce, 
r? 

Si dinoti I 9 (Xp y) dy con (J* (xj ; allora sommando tutte 
ì ft 

le linee orizzontali otteniamo un risultato che possiamo di- 
notare con 

SA (x) -I- SAp. 
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Ora si diminuisca indefiiiitaraeutc ciascun termine di cui 
A è il tipo, allora 2Ap svanisce, ed abbiamo fiualmeute 


cioè. 


f <!' (®) ; 

J a 


Questo si scrive più concisamente 

rb 


IJ 9 {*» 1/ì dx dij . 


dy essendo posto a dritta di dx perchè l’integrazione si 
esegue prima rispetto ad y. 


61. Possiamo di nuovo rammentare allo studente che gli 
scrittori non sono tutti d’accordo riguardo alla notazione 

degl’integrali doppii. Cosi noi usiamo ff. 9{x,ij) dxdìj per 


indicare il seguente ordine di operazioni: s’integra (p (x,y) 
rispetto ad j/ tra i limiti a e g; indi s’integra il risultato 
rispetto ad x tra i limiti a e L Alcuni scrittori dinotereb- 


bero lo stesso ordino di operazioni con 


jj% (if. y) dy dx. 


62. Avremmo potuto ottenere il limite della somma nell’Art. 
60 prendendo prima tutt’ i termini in una colonna, e poi 
prendendo tutte le colonne. In questo modo otterremmo per 



dx; per conseguenza 


dx = jj^ <? (x, ìj) dx dy. 


63. Sinora abbiamo integrato tanto rispetto ad x quanto 
rispetto ad y tra limiti costanti ; nelle applicazioni della 
doppia integrazione, però, i limiti nella prima integrazione 
sono spesso funzioni dell’altra variabile. Così, per esempio. 
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il simbolo / j 9 (a”, y) dinoterà le seguenti operazioni: 

prima s’integra rispetto ad y considerando x costante; si 
supponga essere F{x,y) l’integrale; indi prendendo l’ inte- 
grale tra i limiti assegnati abbiamo il risultato 

Finalmente dobbiamo ottenere l’integrale indicato da 

a-, I - jf? j a-, x(ar) ! 1 <(x. 

La sola differenza che si richiede nel procedimento som- 
matorio dell’ Art. 60 si è, che le quantità a, y„ yj, . . . y„_, 
non avranno lo stesso significato in ciascuna linea orizzon- 
tale. Nella (r -i- 1)™* linea, per esempio, cioè, in 




dobbiamo considerare a come messa per yjic,.), ed y,,y,,... 

come una serie di quantità, tale che Vm-v 

sono in ordine di grandezza, e che ìa differenza tra due con- 
secutive qualunque ultimamente svanisce. Quindi, proce- 

U) per '1 limite 

\^rì 

{r + 1)™“ linea. 


dendo come sopra, otteniamo 
della somma dei termini nella 


/•(!/ 

Jy.i 


64. Non è necessario di supporre lo stesso numero di ter- 
mini in tutte le linee orizzontali; poiché «i ultimamente di- 
viene infinitamente grande, sicché otteniamo la stessa espres- 
sione per il limite della (r -F 1)""® linea qualunque possa es- 
sere il numero dei termini dal quale partiamo. 

65. Quando i limiti nella prima integrazione sono funzioni 
dell’altra variabile non possiamo eseguire le integrazioni 
in ordine diverso, come nell’ Art. 62, senza una speciale in- 
vestigazione per determinare quali saranno allora i limiti. 
Questa quistione sarà considerata in uno dei capitoli se- 
guenti. 


66. Dalla definizione della doppia integrazione, segue che 
quando i limiti dello due integrazioni sono costanti, 


9 


fj ® (■!■) (!/) dJ dy =1 9 (,r) 
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supponendo che i limiti in J (y) dy sono gli stessi che 
nell’ integrazione rispetto ad y nel primo membro, ed i li- 
miti in j 0 (x) dx ^li stessi che nell’ integrazione rispetto ad 

X nel primo membro. Infatti il primo membro è il limite 
della somma di una serie di termini, tali che 


ed il secondo membro è il limite del prodotto di 

’^l? (^o) + + i^n-in 

per {ijo) -f &*<}' (y,) + (yt) + (y«_i)- 

67. Il lettore sarà ora capace di estendere i procedimenti 
dati in questo capitolo agl’integrali tripli ed agl’integrali 
multipli in generale. Il simbolo 

indicherà che deve essere eseguita la seguente serie di ope- 
razioni: integrare tp(x, y, s) rispetto a z tra i limiti ?„e 
considerando x ed y costanti; indi integrare il risultato ri- 
spetto ad y tra i limiti >]„ ed y], considerando x costante; 
finalmente integrare questo risultato rispetto ad x tra i li- 
miti e Qui e possono essere funzioni di x ed y; 
ed >;„ od ij, possono essere funzioni di x. Questo integrale 
triplo è il limite di una certa serie che può essere dinotata 
da £9 (.T, y, z) Ax Ay Az. 


ESEMPII DIVERSI. 
Ottenere gli otto integrali seguenti. 


2 3 /* 

Bisultato. n scn”' —r . 

3 i 

a 
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^ x^dx 

(x — a)[x — l) [x — c) 

. . a*log{a;-a) , i»log(x-ò) , cMo g(a;-c) 

Risultato. ® + ( 5 _a) (j_c) + (c-a) [c-b] 


f tanxdx 
J 1 + «i*tan*x 

/■ dx 


5. I sccxscc2xdx. 


Risultato. 


log (cos* x + m} scn* x] 


2(«i*-l) 


ponga 


.= 1 ), 

!// 


1 a” 

Risultato. — r log — — — 


, 1 , 1 + V2senx 1, 1+senx 

Risultato. log ì n log 

^2 ®l-^2sen.t 2 °1— senx 


f tan a — tan x , 

/ dx.. 

J tan« + tanx 


Risultato, sen 2a log sen {a + x) — xcob 2a. 


■j. [ 

J X* + + a* 


1 , x'^+ax + a* 1 


.,xa<J3 


Risultato, log - ■■■ - “T - ' .::- + ;r-f- 7 o tan' • . 

4a» 2a*V3 a^-x* 


Risultato. cos~ 


9. Trovare il limite quando n è infinito di 


Risultato:, 
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10. Mo.'ìtrare che 

I X (tan“' xj* ~ \'2- 


11. Mostrare clic 


1 2. Sia A ~ jj X* dx dy^ £ =jj xy dx dy, C=jjy* dx dy , 


e si suppongano gli stessi limiti delle integrazioni 
nei tre integrali; allora dimostrare che AC è mag- 
giore di £*. 


Digilized by Googl 



i 


CAPITOLO IV. 


LUNGHEZZE DELLE CURVE. 

Curve piane. Coordinate rettangolari. 

68. Sia P un punto qualunque sulla curva APQ, e siano 
x,y le sue coordinate; dinoti s la lunghezza dell’ arco AP 
misurato da un punto fisso A sino a P\ 



allora [Cai. Dif. Art. 307) 


* =i \/ 1 ' + (ITI 


Dall’equazione della curva possiamo esprimere ^ in a*, c 
cosi con l’integrazione si conosce s. 


69. Il procedimento per trovare la lunghezza di una curva 
si chiama la rettificazione della curva, poiché possiamo sup- 
porre che la quistione sia questa: trovare una linea retta 
eguale iu lunghezza ad una porzione assegnata della curva. 
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Nell’articolo precedente abbiamo mostrato che la lunghezza 
di un arco di una curva sarà conosciuta se può ottenersi 
un certo integrale. Può accadere in molti casi che questo 
integrale non si possa ottenere. Sempre che la lunghezza 
di un arco di una curva si può esprimere per mezzo di una 
0 di entrambe le coordinate deH’estremità variabile dell’arco^ 
la curva si dice essere rettificabile^ 

70. Applicazione alla Parabola. 


L’equazione della parabola è j/= .^{4ax); onde 



cosi 



(Si vegga Es. 6, p. 19) 


= >J{ax + X*) + a log i y'x + [a + x ] \ + C. 

Qui C dinota una quantità costante., cioè, una quantità 
che non dipende da x; il suo valore dipenderà dalla posi- 
zione del punto fisso dal quale si misura l’arco s. Se mi- 
suriamo dal vertice allora s svanisce con x; quindi per de- 
terminare C abbiamo 


alog<Ja+ C=0; 

0 cosi s= y/{ax-{- X*) -I- «log j >J{a f x) j — «log 

= V(«X-f X*) -f «log-5 Y • 

V® 

Se dunque richiediamo la lunghezza della curva misu- 
rata dal vertice sino al punto che ha un’ ascissa assegnata, 
dobbiamo porre solamente quell’ascissa assegnata in luogo 
di X nell’ultima espressione. Cosi, per esempio, por una delle 
estremità del lato retto x = a; quindi la lunghezza dell’arco 
tra il vertice ed un’estremità del lato retto è 

a V2 4- «log(l + ;^/2). 

• 

71. Nell’articolo precedente abbiamo trovato il valore della 
costante C, ma nell’ applicare la formola per trovare le lun- 
ghezze di porzioni assegnate delle curve questo non è ne- 
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cessarlo. Infatti supponiamo che si voglia trovare la lun- 
ghezza dell’arco di una curva misurato dal punto che ha 
per ascissa x, sino al punto di cui l’ascissa è x^. Dinoti 

{x) l’integrale di ^/- 1 -f |> e siano ed le lun- 
ghezze degli archi della curva misurati da un punto fisso 
sino ai punti di cui lo ascisse sono a;, ed x^ rispettivamente, 
sicché 5, — 5, ò la lunghezza richiesta; allora 

onde = tì* (x,) -f C ; 5* = ({/ (a-j) -f- (7 ; 

quindi = (j* (^ 2 ) ~ '1' (®i)* 

Quindi per trovare la lunghezza cercata dobbiamo porre 
successivamente re, ed x^ in luogo di a; in cj; (x) 0 sottrarre 
il primo risultato dal secondo. Cosi non abbiamo bisogno 
di prendere alcuna notizia della costante C; infatti il nostro 
risultato si può scrivere 

'•-'•“/‘is/l' + d)’!"*- 

72. Applicazione alla Cicloide. 

Nella cieloide, se l’origine è al vertice e l’asse delle y è 
la tangente in quel punto, abbiamo (Cai. Dif. Art. 358). 



onde 5 = V 

La costante sarà zero se misuriamo l’arco s dal vertice. 

Viceversa se s = \/ (8ax) + C s ' inferisce che la curva è una 
cicloide. E più generalmente se abbiamo 

s A — \/ [B C^x -f- Cj ^) , 

in cui A, B, C^, e sono costanti, s’inferisce che la curva 
è una cicloide. Infatti per mezzo di convenienti cangiamenti 
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nell’origine e negli assi all’ultima equazione può darsi la 
forma 


s = -i- C. 

73. Applicazione alla Catenaria. 


c ^ ~ 

L’equazione della catenaria h («'’ + e'"®); ondo 


^ _ 1 
dx 2 




dx~2 


1 ^ 



1 l* 3 ? OC OC OC 

cosi s=^j(e~‘ + e~ ^ dx = | (« ' ” ") + C. 

La costante sarà zero se misuriamo l’arco s dal punto 
pel quale a: = 0. 

74. Applicazione alla Curva data dall’equazione 



La costante sarà zero se misuriamo l’arco dal punto pel 
quale rr = 0. La curva è una ipocicloide in cui il raggio 
del circolo mobile è un quarto del raggio del circolo fisso. 

^Si vegga Cai. Dif. Art. 360, e si ponga 1=^. 

75. Nello stesso modo col quale si è ottenuto il risultato 
nell’Art. 68 possiamo mostrare che 



0 pure possiamo dedurre questo risultato darprimo cosi ; 
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dx . 


Dall’ equazione della curva possiamo esprimerò in y , 

e cosi con l’integrazione si conosce s. In alcuni casi questa 
formola può essere più conveniente di quella nell’ Art. 68. 

76. Applicazione alla Curva Logaritmica. 

T 

L’equazione di questa curva ò y = ba'^, o y~be'' se sup- 
‘ .?/ 


poniamo a = e’^', cosi x = clogi^, 
onde 

ay y 

f cMy f ydy 

}y\’{c- 


ed 


J V 


dx c + 

^y ~ y 

e^dy 


dy y ’ 

\\i{c^ + y' 


dy : 


/ ydy 

JVWT7) 


>/} 'J^/{c' + l/ì 

L’ultimo integrale ò \/(c* + y*y; il primo è 


c log 


y 


TT (Art. 141. 


Quindi 


y 


S —C log -„4"T7,2l + V ('■* + y*) + C. 


’c -h V(c* + y* 


77. Se X ed y sono funzioni di una terza variabile t, ab- 
biamo [Cai. Dif. Art. 307) 


cosi 




78. L’equazione dell’elli.sse è ~ -f ~ — 1. Possiamo pren- 

a~ b- 


11 
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(lere perciò x = a sen tf, y = l> cos y, sicché 9 è il complemento 
dell’ anffolo eccentrico. Quindi per l’articolo precedente, 

ds 

— = ./ (a* cos* 9 + i* sen* 9) , 

(/9 

ed s —j ^,'(a*cos*9 è* sen* 9) dtf — aj v/(l — «* sen* 9) da. 

L’integrale esatto non si può ottenere; possiamo però svi- 
luppare ,^^{1 — e* sen*9) in una serie, sicché 

s — al )1 — 2®* ° “ 2 ~i ^ ~ 2~4l5 • -i 

c ciascun termine si può integrare separatamente. Per ot- 
tenere la lunghezza del quadrante ellittico dobbiamo inte- 

grare tra i limiti 0 e . 

Curve 'piane. Coordinate polari. 

79. Siano r, 0 le coordinate polari di un punto qualunque 
di una curva, ed s la lunghezza dell’arco misurato da un 
punto fisso sino a questo punto; allora [Cai. Bif.kxt. 311) 


onde 




80. Applicazione alla Spirale di Archimede. 

dr 

In questa curva r = «0 , così ® > 

W V 

quindi i -f a*) dO = 

= ^ V(l + 0*) + |logi0-^ V(l + 6*)! + C. 

La costante sarà zero se misuriamo l’arco s dal polo, cioè, 
dal punto ove 0 = 0. 


dO 
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81. Applicazione alla Cardioide. 

L’equazione di questa curva è r = a (1 + cosO); cosi 

s = j >J [a* {I + cosO)* + a*seu*0 j rfO = aj^(2 -i- 2 cosO) dd 

= 2«| cos|rf0 = 4a sen|+ a 


La costante sarà zero se misuriamo l’arco s dal punto 
jìel quale 0 = 0, cioè, dal punto in cui la curva attraversa 
la linea iniziale. 

La lunghezza di quella parte della curva che è compresa 
tra la linea iniziale od una linea por il polo ad angoli retti 

sulla linea iniziale è 4asen^. La lunghezza del semiperi- 
metro'della curva è 4(zsen^, cioè, 4«. 


82. Supponiamo che si richieda la lunghezza dell’intero 
perimetro della cardioide; potremmo sulle prime supporre che 

/•2TC 0 

essa sia eguale a 2a I cos jr dO ; ma ciò darebbe zero per 

risultato, il che evidentemente è inammissibile. La ragione 
di questo si può vedere facilmente, infatti abbiamo mo- 
strato che 

fi 

- = « V(2 + 2cos0), 

0 0 

c questo non si deve porre eguale a 2a cos^ ma a ±2a cos g, 

ed il segno conveniente deve essere determinato in ogni 
applicazione della formola. Ora per s noi intendiamo una 
quantità positiva, e possiamo misurare s in modo che essa 

cresca con 0, e cosi ^ è positivo. Quindi quando cos^ è 

ds ^ 0 

positivo, prendiamo il segno superiore e poniamo ^ = 2a cos^; 
quando cos = è negativo, prendiamo il segno inferiore e po- 

fi* ^ fì 


ds 

dfì 


marno -^7 = ~ 2« cos~ . Quindi la lunghezza dell’intero pc 
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/•ii: (j rr. Q .-ìz (j 

riinetro uou è 2al cos- M, wa 2a cos^(l0 — 2a cos^dO, 
J 0 £ J 0 Z 3 z Z 

cioè, 8a. Questo risultato poteva prevedersi, poiché è chiaro 
per la simmetria delia figura che la lunghezza dell’intero 
perimetro ò il doppio della lunghezza di quella parte che è 
situata da una parte della linea iniziale, la quale si è mo- 
strato essere 4« neH’ articolo precedente. 

Allo volte può essere j)iù conveniente di trovare la 
lunghezza di una curva per mezzo della formola 

<'hc segue immediatamente da quella uell’.Vrt. 79. 

84. Afflicazioue alla l^inrah Logaritmica. 

9 

L’equazione di questa curva è r — ba\ o r = be'' se sup- 

— T dh c 

poniamo « = cosi 6 = clog^; onde = - «“d 

^ —j VV r = V '1' ‘i" 

Cosi la lunghezza della porzione della curva che ha 
ed ig per raggi vettori dei suoi punti estremi è 

I ^ \' 0 - -i- (Ir , cioè v/(l -f c*j (r, - r,). 

L’angolo tra il raggio vettore c la corrispondente tan- 
gente in ogni punto di questa curva è costante {Cai. Dif.. 
Art. 354]; e se quell’angolo si dinota con a abbiamo c = tan a; 

(fs 

eosi \/(l -f c-) =: seca ; onde -r = seca , ed j = rseca+C'. 

' dr 

Quindi — r,l seca è la lunghezza della porzione sopra, 
menzionata. 
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Forinole che racchiudono il raggio vettore e la perpendicolare. 

85. Sia l’angolo tra il raggio vettore r di un punto 
qualunque di una curva e la tangente in questo punto; 

allora coso = ? (Cai. Dif. Art. 310). Sia j? la perpendico- 
ds 

lare dal polo sulla stessa tangente; allora 

6cnt?=-^, onde cos<? = -^ — 7“^’ 


COSI 


quindi 


ds 


dr _ V ~ . 

ds~ r ’ 

ed s 


f rdr 


dr \l (r* — p^) ’ 

86. Applicazione alV Epicicloide. 

Con la notazione e la figura nel Cai. Dif. Art. 360, si può 
mostrare che l’equazione della tangente all’epicicloide in Pè 


y' -y = - 


. a -h b f. 

COS 0 — COS — r — 0 
0 

ffi + J . 
sen 6 — sen — ; — 0 


(a;' - .t), 


in cui a: ed y sono le coordinate di P, ed x' ed f le coor- 
dinate variabili. Quindi si troverà che la perpendicolare p 
dall’origine sulla tangente in P è data da 

aO 


^ = (a -h 2i) sen ; 


inoltre 


COSI 


c*-o* 
Quindi, per l’Art. 85, 


aO 

r* = a® -t- Ab (a + b) sen* ; 

» in cui c = a 4 2b. 


_ ^J{c^-a'^) f rdr _ _ ^l(c^-a') •//,*_ , c 
a } ^f[c^- r*)~ a ' 
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In una cuspide r=a, cd in un vertice r=c; così la lun- 
ghezza della porzione della curva tra una cuspide ed il ver- 
tice adiacente è 




iz^r 

a J a 


rdr 




,t\ > 


cioè 


-a* . 4bla+b) 

a a 


Quindi la lunghezza della porzione tra due cuspidi conse- 
cutivo è • 


87. Qui si può fare un’ osservazione simile a quella 
nell’ Art. 82. So applichiamo la formola 


s = - - a -V(c*-r^) + g 


a trovare la lunghezza tra due cuspidi consecutive, arriviamo 
al risultato zero, poiché r = a nei due limiti. La ragione si 
è di aver usato la formola 

>J (c*— a*) r 

dr~ a 

mentre la vera formola è 

^ ^ V(c* — g*) r 

dr~ — a \l(c* — r*) ’ 

Poiché s si può prendere in modo che cresca continuamente, 
ne segue che -j- é positivo quando r è crescente, e negativo 

(iT 

quando r é decrescente. Ora nel passare lungo la curva da 

ds 

una cuspide al vertice adiacente r cresce, cosi — é positi- 

uT 

vo, e dobbiamo prendere il segno superiore nella formola 
ds 

per — ; indi nel passare dal vertice alla cuspide seguente 

r diminuisce, così ^ è negativo, e deve prendersi il segno 

inferiore. Quindi la lunghezza da una cuspide alla cuspide 
seguente é 
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\l (c* — «*) r rdr \j (c* — a*) rdr 

a Ja^J(c*-r*} a Jc-J{c'‘-r^) 

2-J(c* — a^]r- rdr _8J(a + fc) 

a i o V (c* - ~ « 


88. Da ciò che si è stabilito nell’ articolo procedente, ap- 
parisce che se l’arco s incomincia da un vertice la forinola 
conveniente si è 

ds _ — a*) r 

dr~ a VI®* - ^*) ’ 


onde 


s = 


s/[c*-a* 


'/ 


rdr 


sl{c^ 


■a'- 


V !«*-»•*) 


V(c*~r*). 


Non si richiede alcuna costante poiché incominciamo a 
misurare dal punto per quale r=c; la formola vale per i 

, . . . ,. Abla + b] 

valori di s minori di — ^ 

a 


Si può osservare che cosi 


s — ■ 




89. Similmente per l’ ipocicloide possiamo mostrare che 

= — -% — in CUI c = a — 2b. 

^ a*-c* 

Supponiamo c* minore di «*; allora possiamo mostrare che 

ds _ J[a^ — c^) r 
dr~ ~ a V ~ ’ 

c COSÌ può trovarsi s. La lunghezza della curva tra due 

cuspidi adiacenti è ^ . 

a 

Supponiamo in seguito c* maggiore di a*; allora dovremo 

scrivere il valore di — così, 
dr 

^ _ V “ ®*) r . 

dr^ — a 
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in questo caso h ò maggiore di a, c troveremo che la lun- 
ghezza della curva tra due cuspidi adiacenti è ^ • 

Quando a = 25 abbiamo c = 0 e jp = 0; in questo caso l’i- 
pocicloide diviene una linea retta coincidente con un dia- 
metro del circolo fisso. 

Se a = b abbiamo c*=a*; in questo caso il denominatore 
nel valore di svanisce; si troverà che l’ ipocicloide siri- 
duce allora ad un punto, ed r = «. 

Si può mostrare come nell’ Art. 88, che se j è misurato 
da un vertice ad un punto non al di là della cuspide adia- 
cente, abbiamo 






prendendosi il segno superiore o l’inferiore secondo che c 
è maggiore o minore di a. 

FormoU che racchiudono la Perpendicolare e la sua 
Inclinazione. 

90. Un altro metodo di esprimere la lunghezza di una 
curva è degno di notizia. 



Sia P un punto di una curva; x, j/ le sue coordinate. Sia 
s la lunghezza dell’arco misurato da un punto fisso .4 sino 
a P. Si tiri OY perpendicolare dall’origine 0 sulla tangente 
in P, e si supponga OY=p, l’Oar = 9; allora 
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ju = 0 ? cos 0 ; y sen 0 , 
M = X sen 0 — t/ cos 0 , 


cot 0 , -j- — — cosce 0 ; 
llx 


dp , , , . dx , dij 

-f, = — X sen 0 + y cos 0 r cos 0 -77 sen 0 — = — 

(/O (/O (/O 

, rfx ds 

= -^-co6cc53j=-y + j,;; 


onde, con l’ integrazione, 

quindi = 

questo si può anche scrivere 

s + ?f z=j j)dO. 

Supponiamo #, ed «, i valori di s cd « quando 0 ha il 
valore 0 ,, ed ed i loro valori quando 0 ha il valore Oj, 


allora 


r'>, 

Sj — s, ~ Ut — u, =1 pdh. 

J 0i 


Abbiamo misurato u nella direzione della rotazione da P 
e lo abbiamo preso positivo in questo caso; quando « è ne- 
gativo indicherà che Y è dall’altra parte di P. 

I risultati precedenti si possono usare per diversi oggetti, 
tra i quali possiamo notarne due. 

(1) Per determinare la lunghezza di una porzione di una 
curva quando è data l’equazione della curva; infatti da quell’e- 

dy . . , 

quazionc insieme con ^ = — cotO possiamo trovare x ed y 

(IJC 

per mezzo di 0, c quindi p che è eguale ad xeosO f-J/scnO; 
allora s può trovarsi dall’ equazione 
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(2) Per trovare una curva tale che per mezzo del suo arco 
si possa rappresentare un proposto integrale; infatti se il 

proposto integrale ò j pil'i, in cui p è una funziono di 6, la 

curva richiesta si ottiene eliminando 0 tra le equazioni 

x = p cos') — 17 seno, y = » sen 0 ~ cos 0, 

^ dO lì') 

ed allora l’integrale si può rappresentare con 

✓ 

Questo articolo ò stato tratto dall’ Integrai Cdlcnìus di 
Hymers, Art. 136. 

91. I risultati dell’ articolo precedente si possono ottenere 
in altro modo. Dinoti p il raggio di curvatura della curva 



in sia OP=-r, ed abbiano s, u, e 0 lo stesso significato 
come sopra, allora dal Calcolo Differenziale abbiamo 




onde 


dp di' 

dÓ~^Ts' 


Inoltre PF = r co& OPT — - r ^ : 

ds 
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quindi ^ = — PI* = — 

Sia PC il raggio di curvatura in P] si tiri OQ, perpeu- 
dicolaro a PC. Il luogo di C h V evoluta della curva AP’, 
c Q,C è rispetto a questo luogo ciocche PY è rispetto al 
luogo di P. Siano le coordinate polari di Q, e sia 

QC—n’; allora 

0' = 0 - g e / = «. 


]•; 


^ “ dW ~~ d<ì ~ dù ~ rfO* ■ 


(l^J) 

Inoltre p = PQ -f QC = u' 

^ » quinti* 

Dal valore di PY possiamo ottenere una facile dimostra- 
zione di un teorema di qualche interesse nel Calcolo Dif- 
ferenziale {Cai. Dif. Art. 329). Dinoti p^ la perpendicolare 
da 0 sul luogo di Y’, allora {Cai. Dif. Art. 284) 

J_ - 1 . 1 

v/0/ ’ 

poiché ^ è il raggio vcttofc di Y. Cosi 
1 _ I w* _ _ r* 

pi ~ pi ^ p\~ p\ ~ p\ ’ 

quindi 

Un caso particolare della formola 

i-O, 

— s, -f - w, = / ,p/0 
J 0| 

si potrebbe notare. Supponiamo che si prenda una completa 
curva ovaio senza punti singolari; allora 0j = 0, + 2", ed 

rii -t J’' 

w, = w, ; cosi il perimetro completo della curva è ) pd(). 
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92. Ap 2 >Uca:io/ie all’ Ellisse. 



Sia APB un quadrante di un’ellisse, CY la perpendico- 
lare sulla tangente in P; sia JC'1'=0. Allora (per la Geo- 
vie tria piana analitica. CY a (l — sen*0); 


onde 


AP -\-PY = aj v' (1 - e® sen* 0) dO, 


la costante da aggiungersi all’integrale si suppone essere 
presa in modo che l’ integrale svanisca con 0. Se E è un 

Tv 

punto tale che il suo angolo eccentrico sia^ — 0, abbiamo,, 
per l’Art. 78, 


PE 


= aj V (1 — seu* Oj dh ; 


COSI 

E 


AP t PY=^BE (Ib 

*< 


. _ ^ _ «e* »eu 0 cos 0 

dh y' (1 — r* scn*0) 

Sia X l’ascissa di allora per l’Art. 90, 


««*scn*0 cosO 


a cosO 


.r = j9 cos ^ sen 0 

= a v' (1 - fi* scn* 0) COS 0 T — - —p. ^ p - . 

V (1 — e^scn*0] \ (1 — fi* scu*0) 
Cosi PJ'=c*x8cn0; c se x' è l’ascissa di E abbiamo 
x'= a cos ~ •■’^cebò = ^ i Cosi [1} si può scrivere 


BE-AP-^~xx' (9';. 

a ' 

questo risultato si chiama il Teorema di Fagnani. 


Digitized by Googlt 



LUNGHEZZE DELLE CURVE. 


93 


Dai valori notati di x od x' abbiamo 
a* — a® scn® 0 o® — a;'® 

^ ~I-e®scn«0~ e®j'® ’ 

a- 

quindi e*x-x'* — a® (.r® + .x'®) + fl* = 0. 

Cosi r equazione che Icg’a .x ed x' racchiude questo quan- 
tità simmetricamente', quindi da (2) possiamo inferire che 

BP- AR = — XX’. 
a 

Questo ò anche chiaro dalla figura. 

Possiamo osservare che il valore di PY si può ottenere 
più semplicemente per mezzo di una nota proprietà dell’ el- 
lisse. Infatti supponiamo condotta la normale in P che in- 
contri CA in G', e por P si tiri la parallela a CA che in- 
contri CY in Q. Allora PQ,=CG = e'^x, per la natura dell’el- 
lisse; 0 

PY = PQ, sen 0 = e-x scn 0. 

93. Applicazione all’ Iperbole. 

Sia C il centro ed A il vertice di un’iperbole, CYÌ'è. per- 
pendicolare sulla tangente in P. Sia ACY — fi e CY =p\ 
allora si può dimostrare che 

Pr- = v'(l -e*son*0) rfO. 
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Questo può dimostrarsi nello stesso modo del risultato cor- 
rispondente dell’articolo precedente; possiamo o fare i con- 
venienti cangiamenti di segno nelle formole dell’ Art. 90 , 
che provengono dalla differenza della figura; o possiamo in- 
cominciare da capo nel modo di quell’articolo. La costante 
da aggiungersi all’integrale si suppone presa in modo che 
l’integralo svanisca con 0 . 

Si supponga a il massimo valore che 0 può avere, allora 
(per la Geometria piana analitica), cota = (e* — 1). Quando 

P si allontana a distanza infinita PY — AP diviene la dif- 
ferenza tra la lunghezza dell’asintoto da (7 e l’infinito arco 
iperbolico da A. Così questa differenza è 

aj Y ' (1 — scu* 0 ) dO. 

Quistioni inverse sulle lunghezze delle curve. 

94. Negli articoli precedenti abbiamo mostrato come possa -v 
trovarsi la lunghezza di un arco di una curva conosciuta,, 
in termini dell’ascissa della sua estremità variabile; Tiote- 
remo ora brevemente il problema inverso di trovare una 
curva tale che l’arco sia una data funzione dell’ascissa della 
sua estremità variabile. 


Supponiamo cp (a;) la funzione data; allora s = 9 (a;) ; 

oud» ?'W=s=\/l* + (l)ì’ 

ed y=JU?'(a;)ì*- 

95. Come un esempio del metodo precedente, supponiamo 
? {*) = V y cosi J- ; onde 

V iC 
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(c — x) dx 
V (ca; — X*) 



0 

= (ex — X*) + 2 vers 


dx 


(ex — X*) 

+ e. 

e 


Tossiamo scrivere y' per y - C e cosi troviamo elio la 
curva è una cicloide (Cai. Dif. Art. 358). 


96. Per un altro esempio supponiamo e (.r) = a log x ; così 




/' fl*dx r xdx 

J X (a* - .T*^ j yM»* — 


X 


— « log- , 

« + - X-) 


x^) 

4. + e. 


Involute ed Evolute. 


97. La lunghezza di un arco di una curva si può espri- 
mere senza integrazione quando conosciamo l’equazione del- 
l’involuta della curva. Supponiamo che s' rappresenti la 
lunghezza di un arco di una curva, p il raggio di curva- 
tura in quel punto dell’involuta che corrispondo all’ estre- 
mità variabile di s\ allora [Cai. Dif. Art. 331) + p = l, in 

cui l ò una costante. Se l’ equazione dell’involuta è cono- 
sciuta, p può trovarsi in termini delle coordinate del ponto 
dell’involuta; indi questo coordinate si possono esprimere 
in termini delle coordinate dal punto corrispondente del- 
l’evoluta, e cosi si conosce s’. Con questo metodo eseguiamo 
il procedimento di differenziazione o di riduzione algebrica 
invece dell’ integrazione. 
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98. Applicazione alVEtohUa della Parabola. 

Prendiamo per involuta la parabola elio ha per sua equa- 
zione y'^ = ‘lax; siano x', 1 / lo coordinate del punto deH’evo- 
luta che corrispondo al punto {x, y) sulla parabola. Allora 
con i metodi ordinarli [Cai. Di/. Art. 330) abbiamo 


e 


-2a -\ 3x, 



É. 

4a*’ 



Cosi otterremo per requaziono dell’ evoluta 


27ai/'* = 4(j'-2a)^ 



Supponiamo che si misuri s' dal punto iiol quale x' — 2a, 
cioè, dal punto che corrisponde al vertice della parabola; 
allora vediamo che s' cresce con x\ sicché dobbiamo pren- 
dere il segno inferiore nell’ultima equazione; inoltre sup- 
ponendo a' =2a ed s' = 0 troviamo l = — 2a] cosi 

Questo valore di s' si può anche ottenere con l’applicazione 
del metodo ordinario d’integrazione. 

99. Quando la lunghezza dell’arco di una curva è cono- 
sciuta in termini delle coordinate della sua estremità varia 
bile, l’equazione dell’involuta si jJuò trovare col procedi- 
mento ordinario di eliminazione. 

Infatti abbiamo (Cai. Dif. Art. 331). 

(!x _ \ ds' 

;r' — .T ~ 0 dx ’ 
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in cui le lettere accentate si riferiscono ad un punto di una 
curva, e le lettere senza accento al punto corrispondente 
deir involuta. Così 

, - dx' 

^ = ^ 

j / 

Similmente y = !/’Tp-T-, (2). 

(ÌS * 

Quindi se s' ò conosciuto in termini di a', o di y', o di 
tutte e due, per mezzo di questa relazione e della data equa- 

,11 • • . dx' dy' 

zione della curva possiamo trovare —, e — ; e p è cono- 

sciuto dall’ equazione + p = f. Rimane quindi solamente 
ad eliminare re' ed y' da (1) e (2) e la nota equazione della 
curva; otteniamo così un’equazione tra x ed y, che è l’equa- 
zione richiesta dell’involuta. 


100. Applicaetone alla Catenaria. 
L’equazione della catenaria è 

<Kl = 


supponendo s' misurato dal punto pel quale a:' = 0 ed y' = c ; 
troveremo ora l’equazione di quell’ involuta della catenaria 
che incomincia dal punto della curva testé indicato: 

Abbiamo allora 


cosi 



s' 

ds' 

dx' 

c ' 

dx' 

dy' 

s' 

dx' 

ds’~ 

y" 

Is' 


e p = s', non richiedendosi alcuna costante, poiché per la 
supposizione p svanisce con s'. 

2. 13 
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Quindi le equazioni (1) e (2) dell’ articolo precedente di- 
vengono 

, ’s'c 
x — x r ; 

y 

S't y'i _ J’S c? 

y -y ~Y'~ y' ~ y' ■ 

Kd (jy'* - c*) = ^ ^ ’ 

s' V (c* -- y*) . 
onde ^ = ^ . 

così X = x' - v' (c* - ’/) ; onde x' = V (®* ~ W*) + 

Dobbiamo quindi sostituire questi valori di x' cd y' ncl- 
r equazione della catenaria, c così ottoniamo la richiesta 
relazione tra x ed ;/. La sostituzione si può eflfcttuare con- 
venientemente cosi , 






x' 


onde 

onde 


X 

“c\ 


V ('y'* - c*) = 2 (*’* - ^ 

- 

y'-f v/(y'*-c*) = «‘ , 


quindi' 


• x' = c log 




Così finalmente, x -t- \'(c* — y*) = c log 


c -f v'(c*-y*) 

y 


Questa curva si chiama la trattrice', a motivo del radi- 
cale, vi sono due valori di x per ogni valore di y minore 
di c , questi duo valori essendo numericamente eguali, ma 
di segni opposti. Yi è una cuspide nel punto pel quale x = 0 
ed y = 0; e l’asse delle x è un asintoto. 


101. Lo formolo polari si possono anche usare in simil 
modo per determinare l’involuta quando la lungliczza di uu 
arco dell’evoluta si può esprimere in termini delle coordi- 
nato polari della sua estremità variabile. Abbiamo [Cai. Di/. 


Art. 332). 

r'* = p*-hr*-2pjj (1), 

p'* = r* ( 2 ). 
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<iuì, come sopra, lo lettere accentate appartengono alla 
curva nota, cioè all’evoluta, e le lettere senza accento alla 
richiesta involuta; cosi poiché l’evoluta è nota, vi ò una 
conosciuta relazione tra p' ed r'. Ed s' + p = ^, sicché se s' 
si può esprimere in termini di p' ed r' possiamo eliminare 
p’ ed r' per mezzo di (1), (2), e la relaziono nota tra p' ed 
r'. Cosi otteniamo un’ equazione tra p ed r, che serve a de- 
terminare l’involuta. 

102. Applicazione alla Spirale equiangola. 

In questa curva p'—r' sena, in cui a é l’angolo costante 
della spirale. Se supponiamo che l’involuta incominci dal 
polo della spirale, ed s' sia misurato da quel punto, abbiamo 
p = j' = r'seca (Art. 84). Cosi (1) dell'articolo precedente 
diviene 


r'- = r'* scc* a -f r* — 2r' p sec a 


= r'* sec* a + r'* scn* a + p^ — 2r' p sec a , per !2). 
Da quest’equazione quadratica in p otteniamo 
p — r' sec a = + r' cos a. 

r'{\ +cos*a) 


Se prendiamo il segno superiore troviamoj'; = - 


cos a 


cd allora da (2) abbiamo r* = ^ ^ ^ ^ r'*. Ma questa so- 
' ' cos*a 

luzione deve essere rigettata, poiché da essa troveremmo 

dr 1 + 3 cos* a , , , ,, , ,, 

p 0 r — = ^ r— r r, che non ò d accordo con requa- 


(ìp cos a (1 + cos* a) 
zione p — r' sec a. 

Se prendiamo il seguo inferiore troviamo p~ 


r' sen* a 
cos a ’ 

ed allora da (2) troviamo r* = - cosi p~r sen a. 
' ' cos* a 

Quindi l’involuta è una spirale equiangola con lo stesso 
angolo costante come nell’ evoluta, 


Digitized by Google 



100 


LUNGHEZZE DELLE CURVE. 


Equazione intrinseca di una Curva. 

103 . Dinoti s la lunp;hczza di un arco di una curva mi- 
surata da un punto fisso, ? l’inclinazione della tangente 
nell’ estremità variabile sulla tangente in un punto fisso 
della curva; allora l’equazione che determina la relazione 
tra 5 e 9 si chiama V equazione intrinseca della curva. In 
alcune ricerche, specialmente quelle relativo alle involute ed 
evolute, questo metodo di determinare una curva ò più sem- 
plice del metodo ordinario di riferire la curva ad assi ret- 
tangolari che sono linee estrinseche. 

104 . Mostreremo prima come si può ottenere l’ equazione 
intrinseca dall’equazione ordinaria. 

Supponiamo che y=/(x) sia l’equazione della curva, es- 
sendo l’origine un punto della curva, c l’asse delle y la 
tangente in quel punto; dall’oquazione data abbiamo 

per ipotesi; 

dx tan 9 

cosi X è conosciuta in termini di tan 9, 0 sia x = /'(tan9»; 

dx , 

— / (tan 9} scc* 9 ; 

ds 

— — cosce 9 ; 
dx 

ds , 

= i* (tan 9y sec* 9 cosce 9 ; 

da quest’equazione con l’integrazione si J)uò trovare s in 
termini di 9. Un simile risultato si otterrà se nell’origine 
si suppone che l’asse delle x coincida con la tangente. 

105 . Applicazione alla Cicloide. 

Dal Cai. Dif. Art. 358 , abbiamo 

dy _ j/ 2 a — x\ _ 1 . 

dx ~ V \ X ) ~ tan 9 ’ 


allora 


inoltre 

onde 
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oudo 


oudo 


2a 1 
X ~ scn* 9 ’ 


x = 2 a sen*9, 


= 4a sen 9 cos 9, 


cls djj 

— - =: cosec 9 — = 4a cos 9 ; 

(/9 ^ d9 ^ 

5 = 4« sen 9 + (7. 


La costante sarà zero se supponiamo $ misurato dal punto 
fisso nel quale si è tirata la prima tangente, cioè, dal ver- 
tice della curva. 


106. Essendo data l’equazione intrinseca dedurre l’equa- 
zione ordinaria. 


Abbiamo 


dx 

^=sen9; 


ondo x~jds sen 9. 

{jimilmentc y ds cos 9. 

Ora per supposizione, si conosce s in termini di 9; così 
con r integrazione possiamo trovare a; ed y in termini di 9, 
ed allora eliminando 9 otteniamo l’equazione ordinaria della 
curva in termini di x ed y. 


107. Applicazione alla Cicloide. 
Qui 5 = 4a seno; 


cosi x = J ds sen 0 =4aj sen 9 cos 0 d^ = C — a cos 29, 

y —j ds cos tf = 4aj cos* 9 <^9 = C' -f 2 a9 + a sen29. 

Quindi eliminando 9 possiamo ottenere l’equazione ordi- 
naria; se l’origine degli assi rettangolari è il vertice della 
curva, avremo (7=« e C" = 0. 
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108. Daremo ora diversi esempii di equazioni intrinseche. 
L’equazione intrinseca del circolo evidentemente è« = acp. 

109. L’equazione della catenaria è 

c ^ -2 

y + c^^(e'^ + e '), 

r origine es.sendo sulla curva. Quindi 


1 / f - 


s=.Ue‘ 


COSÌ se 9 c l’ angolo che la tangente in un punto qualunque 
fa con la tangente nell’origine, 

s ■— c taav. 

110. Abbiamo veduto nell’ Art. 86, che per l’epicicloide 


d.c 


, a b 
cos 0 — cos — ; — 0 


a + b 

sei) — 0 — scn 0 


= tan 9 supponiamo, 


COSI 


a + 2b . 


Inoltre, per lo stesso articolo. 


S — — ■ 


a 

U[a^-b) 

a 


v/ (c* - r*) -I C 
cos^-l-C' 


4i(«4-i)/ a0\ 

a V ~ 25/’ 

se supponiamo s misurato dal punto pel quale 0 = 0. 
Cosi 

a \ a + 2bJ 

Possiamo semplificare questo risultato ponendo 
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ciò corrispondo a misurare l’arco da un vertice invece clic 
da una cuspide. Cosi ..v, 

, 45 [a + b) az' 

s = — ! sen - 


a a + 25 ’ 

in cui l’accento può ora togliersi. 

111. Similmente l’equazione intrinseca dell’ ipocicloide si 
può scrivere 

45 fa — 5) ao 
s= — -scu- 


a — 2b 


112. Apparisce dai due ultimi articoli che s=:l senno rap- 
presenta un’epicicloide o un’ ipocicloide, secondo che n è mi- 
nore 0 maggiore dell’ unità. Per esempio, se 

s — l sen j-,s = l sen s = l sen ^ , s = / sen p , . • • 
tc o 4 o 

h \ 3 

abbiamo epicicloidi nelle quali -=57 1 ? h, 2 , ... 

Se s = 5sen2?, s = /scn3^, 5 = /sen4^, s = 5sen5s, ... 
abbiamo ipocicloidi nelle quali - =^, -07 o» H>--- 

113. Se p è il raggio di curvatura della curva nel punto 
determinato da ^ e 9 , abbiamo [Cai. Dif. Art. 324) 


P = 


ds 


Nella spirale logaritmica sappiamo che p varia proporzio- 
nalmente ad s se l’arco ò misurato dal polo; cosi 


1 ds 


, ds 


onde A:= - — , e quindi con l’integrazione 


quindi 


/>9 -(- costante = log s ; 
s = 
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in cui a è una costante. Se poniamo s = s' + a abbiamo 

s' = a - 1), 

ed ora $' b misurato dal punto pel quale o = 0. 

114. Se r equazione intrinseca di una curva è conosciuta, 
può trovarsi quella dell’ evoluta. 




Sia AP una curva, BQ, l’evoluta; sia s la lunghezza di 
un arco di AP misurato da un punto fi.sso sino a P; s' la 
lunghezza di un arco di BQ, misurato da un punto fisso 
sino a Q. È evidente che 9 è lo stesso per s ed s', se in 
BQ misuriamo 9 da BA, che ò perpendicolare alla linea 
dalla quale si misura 9 in AP. 

(is 

Nella figura a sinistra s' = p — C = -, C. 

^ dif 

ff 

Nella figura a dritta s'=C— p — C — — • 

«9 

Cosi se 5 è conosciuto in termini di 9, possiamo trovare 

espresso in 9. La costante C è eguale al valore di p nel 
punto corrispondente a quello pel quale s' = 0. 

115. Per esempio, nella cicloide s = 4asen9; cosi 
s' = C — 4a cos 9. 
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Si ponga s = 4 + g ed ^' = ofC'; cosi 

0 = 4a sen 

Questo mostra che l’evoluta ò una cicloide eguale. 

116. Similmente conoscendo l’equazione intrinseca di una 
curva, può trovarsi quella dell’involuta. Infatti per l’ Art. 114 



Cosi se s’ b conosciuto in termini di <p, possiamo trovare 
s espresso in q:. 

117. Per esempio, nel circolo i' = «q:. Così 

s=j ( C + ffq;) d? = Cq ±^- f C. 

Se supponiamo che s incominci dove y = 0 abbiamo C' = 0, 
ed inoltre, se s incomincia dove l’involuta incontra il cir- 

colo abbiamo C = 0; cosi s = -~. (Si vegga Cai. Dtf. Art 333]. 

118. È chiaro che con i metodi degli Art. 114 e 116 pos- 
siamo trovare l’evoluta dell’evoluta di una curva, o l’invo- 
luta dell’involuta di una curva, e cosi di seguito. 

119. Lo studente si può esercitare nel tracciare curve per 
mezzo delle loro equazioni intrinseche; egli troverà utile di 
prendere una curva tale come la cicloide, la forma della 
quale è ben conosciuta, e riconoscere che l’equazione intrin- 
seca conduce a quella forma; egli può quindi prendere al- 
cuna delle epicicloidi o ipocicloidi date nell’ Art. 112. Per 
ulteriore informazione su questo soggetto, e per le figure 
illustrative, lo studente può consultare due memorie del 
D.r Whewell, pubblicate nelle Cambridge Philosophical Trans- 
actions. Voi. vtii. pag-. 659, e Voi ix. pag. 150. 

«. 14 
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Curve a do^ia Curvatura. 

120. Siano y, z le coordinate di un punto di una curva 
nello spazio; a; --Aas y-f Ay, z + A^ le coordinate di un punto 
adiacente sulla curva. Allora si conosce per i principii della 
geometria solida, che la lunghezza della corda che congiunge 
questi due punti è ^ j (Ax)* + (Ay)* + (Az)* j. Sia s la lunghezza 
dell’arco della curva misurato da un punto fisso sino ad 
(x,y,z); e sia f + A$ la lunghezza dell’arco misurato dallo 
stesso punto fisso sino ad (£c+At, y+Ay, z+Az). Ammetteremo 
che A5 serbi alla corda che congiunge i punti adiacenti un 
rapporto che è ultimamente eguale ài’ unità quando il se- 
condo punto si muove lungo la curva sino al primo ponto. 
Cosi il limite di 

Is 

As • V j- 

è l’unità. Quindi 

onde + 

Dalle equazioni della curva ^ ® ^ possono esprimere 

in X, e quindi con l’integrazione si conoscerà s in ter- 
mini di X. 

121. Rispetto a ciò che si è ammesso nell’articolo prece- 
dente, lo studente può riferirsi al Cai. Di/. Art. 307, 308; 
egli può anche consultare il Differential and Integrai Cal- 
culus di De Morgan, pag. 444, e \ Integrai Calculus di Ho- 
raersham Cox, pag. 95. 

122. Supponiamo, per esempio, che la curva sia determi- 


nata dalle equazioni 

y* =4a;r (1), 

X 

z = y' i2cj — r*) f c vers”' - (2), 

c 
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sicché la curva é formata dall’intersezione di due cilindri, 
cioè un cilindro che ha le sue generatrici parallele all’ asse 
delle z , e che poggia sulla parabola nel piano delle (x, y) 
data da (1), ed un cilindro che ha le sue generatrici pa- 
rallele all’asse delle y, e che ha per base la cicloide nel piano 
delle (x, z) data da (2). Allora 


onde 


quindi 


(ly 1/ a\ dz if2c — x\ 

dx “ V W ’ dx~ V / ’ 
= V (2e + a) |~ = 2 V (2c + a) 


ds 

dx 


Non si richiede alcuna costante se misuriamo l’arco dal- 
l’origine delle coordinate. 

123. La formola data nell’Art. 120 si può cambiare in 


ed 




ed in alcuni casi queste formo possono essere più conve- 
nienti di quella nell’Art. 120. 


124. Alle volte una curva nello spazio è determinata da 
tre equazioni, le quali esprimono x, y, z rispettivamente per 
mezzo di una variabile ausiliaria ; allora, eliminando questa 
variabile, possiamo, se è necessario, ottenere due equazioni 
tra X, y,ez, e cosi determinare la curva nel modo ordinario. 
Supponiamo adunque che ciascuna delle x,y, z sia una fun- 
zione nota di t; allora 

dy dz 

dy dt dz _ dt 

dx dx ’ dx dx ’ 

li Tt 
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125. Ajuplicazione all’ Elica. 

Questa curva può essere determinata dalle equazioni 
x — a cos i , y — a sen t , z =cct; 

così s — yj (a* -ì- c*) j dt = t ^ (a* -f c*j + C. 

126. Quando si adoperano le coordinato polari pei- deter- 
minare la posizione di un punto nello spazio , abbiamo le 
seguenti equazioni che legano le coordinate rettangolari o 
polari di un punto qualunque, 

I = rsen0cos9, y^rscnOsencp, 5 = rcos0. 

K come una curva nello spazio è determinata da duo equa- 
zioni tra cr, y, e z, essa può anche essere determinata da due 
equazioni tra r, 0, e 9. Così possiamo concepire che r e 9 
siano funzioni conosciute di 0, e quindi .t, y, c z diventino 
funzioni note di 0. 


Quindi 


(ix , dr , da 

“ ^ sen 6 cos 9 -;7 — r sen 0 sen 9 
di) ^ di) ^ di) 


-i- r cqs 6 cos 9, 


dy , dr . da , 

= sen 0 sen a — + r sen 0 cos 9 -7; -f r cos 0 sen 9, 
dO ‘di) di) 


(h 

dO 


= cos 0 


dr 

j!) 


r sen 0. 


Onde f fi^y = c^y ■ ^^cn* I) f^y -. 

\di)/ ^\di)/ \di)/ \db) ' \d0/ ' 
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,cd » =/^{r- + ('^y + r« Bcn'O (^J’{ </0. 

Questo può trasformarsi in 

127. Se p è la perpendicolare dall’origine sulla tangente 
i una curva nello spazio, allora l’equazione 


o in 


ds 


dr V ~ JP*) ’ 


che si dimostrò per una curva nell’ Art. 85, reggerà 

ancora. Infatti ciascun membro dell’equazione esprime la 
secante dell’ angolo che la tangente fa col raggio vettore al 
punto di contatto. 


Quindi 


-I 


rdr 


ESEMPII. 


1. Per quali valori di ed w le curve a”* i/" = sono 

rettificabili 7 (Si vegga l’Art. 15.) 

Risultato. Se ~ o ^ ^ b un intero. 

2m 2m 2 

2. Mostrare che la lunghezza dell’arco di una Trattrice 

c 

misurato dalla cuspide è determinata da ^ = c log- . 

3. Mostrare che la Cissoide è rettificabile. 

4. Mostrare che l’ intera lunghezza della curva che ha per 

t * 

equazione 4 (x* + rfi] — a* = 2a^ è eguale a 6a. 


j^Si può dimostrare che = 


(«* - ifi) 


]■ 
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ESEHPII. 


La lunghezza dell’arco della curva 

2 2 2 ' 

[x + yy -{x- vY = o* 

tra i limiti (x„i/,) ed [x,y) è 


6 . Se s — M^, trovare la relazione tra x ed y. 

7. Mostrare che l’equazione intrinseca della parabola è 

ds 2a a. 1 + sen i? , a sen 9 

dcp cos* 9 2 1 — sen 9 1 — sen* 9 

8 . L’equazione intrinseca della curva j/* = ax* c 

5 = 2®{sec®9-l). 


9. Mostrare che la lunghezza dell’arco dell’evoluta di una 
parabola dalla cuspide sino al punto in cui l’evoluta 
incontra la parabola è 2a (3^/3 — 1); in cui- 4a è il 
lato retto della parabola. 


10. L’evoluta di un’epicicloide è un’epicicloide, il raggio 

ed il raggio del cir- 


del circolo fisso essendo 
ab 


colo generatore 


a + 2b 


a + 2J 
. (Art. 110 c 114.) 


11. Mostrare che se l’equazione di una curva si trova eli- 
minando 0 tra le equazioni 


X = sen 0 4' (0) + cos 0 y (0), 
ed y = cos 0 tj(' ( 6 ) — sen 0 (J*" ( 6 ), 

allora j = ò( 0 ) -t- 1 {/"( 0 ). 

12. Mostrare che la lunghezza della curva Sa"*)/ = x* + 6 a*a;* 
misurata dall’origine è ^ (r* -f 4a*)*. 
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A7'ce piane. Forinole rettangolari. Semplice integrazione. 



128. Sia DFE una curva, di cui l’equazione è i/ = 9 {a’), 
e supponiamo essere x, y le coordinate di un punto P. Di- 
noti A Parca racchiusa tra la curva, l’asse delle x, l’ordi- 
nata PM, ed un’ordinata fissa AD, allora [Cai. Dif. Art. 43) 


dA 

dx 


= (? (rr) ; 


onde 



dx. 


Sia tj; (x) -f C l’integrale di ?(«); cosi 
A = ^{x) + C. 

Dinoti Af l’area quando l’ordinata variabile è ad una 
distanza x dall’asse delle y, e dinoti Aj l’area quando l’or- 
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dinata variabile h ad una distanza x* dall’asse delle y; 


allora 


quindi 




C, ^ = <Ma-,) + 

J jrt 


C; 

llx. 


129. Applicazione al Circolo. 


L’equazione del circolo riferito al suo centro come origine 


è 7/2 = a*-x2; qui 9(x) = V(a' 
A=j ^ (x) dx =J V (®* — — 


? - X*' 


COSI 


— .T*) a- 
--■ 2 — +2^^^ 




La costante C svanisce se supponiamo che \ ordinata fissa 
coincida con l’asse delle y. Si vedrà tracciando una figura, 
che l’area compresa tra l’asse delle x, l’asse dello y, il cir- 
colo, e l’ordinata alla distanza x dall’asse delle y, si può 
dividere in un triangolo ed un settore, i valori dei quali 
sono dati dal primo e dal secondo termine dell’espressione 
precedente di A. Questa osservazione può essere d’aiuto allo 
studente per rammentare l’ importante integralo 



— X*) dx — 


X \l (a* — X*) 

2 


a* 

2-sen 



130. Applicazione all’Ellisse. 

Supponiamo si voglia trovare l’ area totale dell’ellisse. L’ e- 

quazione dell’ellisse si può scrivere y* = (a® — x*). Quindi 

(X 


l’area di un quadrante dell’ellisse 

f® A é /*“ i T.a^ 


T.al> 

"4“’ 


quindi l’area dell’ellisse ò ~ab. 


131. Applicazione alla Paràbola. 

L’equazione della Parabola è y* = 4A.r; qui dunque 
9(x) = v'(4«.>-). 
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ed J ^/(4a.r}(^.r = ^^.T'- + C; 

cosi con la notazione dell’ Art. 128 

.4 j - J , = j (4«ir) ,/.r = - .t, *}. 

4 1 

Se X, = (i abbiamo per 1’ area — ^ Xj-, cioè, due terzi del 

O 

prodotto dell’ ascissa x, e dell’ordinata y'(4«.rjb 

132. Api)licazione alla Cicloide. 

L’ intei^razione richiesta dalla forraola j yd.r diviene allo 

volte più facile se esprimiamo x ed ?/ in termini di una 
nuova variabile. Cosi, por esempio, nella cicloide possiamo 
porre [Cai. Dif. Art. 358) , 

X = a (l — cos 0 ), y 3 (0 4 - sen 0 ); 
quindi \jdx = a*J (0 + sen 0 ) sen 0 dO 

— à^l 0 sen fj dO (1 — cos 20 ) f /0 ; 

ciò dà 3 * ( — 0 cosO + sen 0 ) + ^ ~ s ^20 ^ 

Se prendiamo questo tra i limiti 0 e r per 0, otteniamo 
l’area di una mezza cicloide; il risultato è Quindi l’a- 

e£t 

rea dell’ intera cicloide è og'uale a tre volte quella del cir- 
colo generatore. 

133. Le equazioni della compagna della cicloide sono 

X = 3 (1 - cos 0), 7 / = «0 ; 

da ciò si può mostrare che l’area dell’intera curva c due 
volte quella del circolo generatore. 

134. Se una curva è determinata dall’equazione x = 9 (.?/), 
allora l’area contenuta tra la curva, l’asse delje ?/, c le linee 

2. Ì5 
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parallele all’asse delle a; alle distanze eguali rispettivamente 

/•V, 

ad y, ed j/j è I <f(y)dy. Ciò è manifesto dopo la dimostra- 

•'Vi 

zione della simile proposizione nell’ Art. 128. 


135. Le formolo negli Art. 128 e 134 forniscono uno dei 
più semplici ed importanti esempli dell’applicazione del Cal- 
colo Integrale. Come abbiamo già osservato, il problema di 
determinare le aree delle curve fu uno di quelli che diedero 
origino al Calcolo Integrale, ed i simboli adoj)crati sono molto 
espressivi del procedimento necessario per risolvere il pro- 
blema. Nella figura dell’ Art. 128, lo studente vedrà che il 
rettangolo PpNM si può appropriatamente dinotare con t/At, 
ed il procedimento per trovare l’area di ADEB si riduce a 
questo; prima si eflettua l’addizione dinotata da Si/A.r, e 
poi si diminuisce Ax indefinitamente. 

136. Supponiamo che si voglia l’area contenuta tra la 

cc 

curva y = csen-, l’asse delle x, c le ordinate alle distanze 
cc 

.T, ed .Tj rispettivamente dall’, asso dello y. Abbiamo 


X , [ .T, .T,\ 

c / sen - dx — ca I cos — — cos — 1 • 

J xt a \ a a/ 

Si supponga quindi x, =0 ed Xj = a"; l’area è 2ca. In 
.seguito si supponga x, — 0 ed x^ = 2aT.; il ri.sultato 


ca 


( cos-i — cos-^ ) 
\ a a J 


diviene zero in questo caso, il che evidentemente è inam- 
missibile, poiché l’area deve essere una quantità positiva. 

/jf» 

Infatti sen - é negativo da x = aT. sino ad x=2«t:, ma nella 
dimostrazione che l’ area è eguale ad J ydx, si suppone che 
y sia. positiva. Se y è realmente negativa l’area sarà j ( — y) dx. 
Cosi nell’ esempio attuale l’area non sarà 

czar. ^ r„r. ^ 

c I sen - dx ma cf .sen - dx -c I - sen- I dx, 

J a a J u a J ai: \ 0/ 
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roK /‘iùTt ^ 

cioè, c sen-f/x — c/ scn-Jx; 

J 0 et J an a 

ciò darà 2ca + 2ca, cioè, 4ca. 

Aree spiane. Formale rettangolari. Doppia Integrazione. 

137, Nell’ Art. 128 abbiamo ottenuto una formola per tro- 
vare l’area di una curva; questa formola suppone che l’area 
sia il limite di più aree elementari, ciascun elemento essendo 
una quantità di cui i/Ax è il tipo. Procediamo ora a spie- 
gare un altro modo di decomporre l’area richiesta in aree 
elementari. 



Supponiamo che si voglia l’area racchiusa tra le curve 
BPQ,È e Lpqe, e lo linee rette Bb ed Ee. Si tiri una serie 
di linee parallele all’asse delle y, ed un’altra serie di pa- 
rallele all’asse delle x. Rappresenti si uno dei rettangoli cosi 
formati, e supponiamo essere x ed y le coordinate di s, ed 
X -b Ax ed y + le coordinate di t; allora l’area del rettan- 
golo 5 ^ è AxAy. Quindi l’area richiesta si può trovare som- 
mando tutt’i valori di AxAy, e poi procedendo al limite che 
si ottiene supponendo che A.c e Ay diminuiscano indefinita- 
mente. 

Si efiettua la richiesta sommazione dei termini come AxAy 
nel modo seguente: riuniamo prima tutt’i rettangoli simili 
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ad st che sono contenuti nella striscia PQ,qp, ed otteniamo 
così l’area di questa striscia; in seguito sommiamo tutte 
le striscie simili a questa striscia che giacciono tra Bh ed 
Ee. L’errore che possiamo commettere trascurando relemcnto 
dell’area posto nella parte superiore e nella inferiore di cia- 
scuna striscia, e die non è un rettangolo completo, sparirà 
nel limite quando Aa; c lìj si diminuiscono indefinitamente. 

Sia // = c(.Tj l’equazione della curva supcriore, cd ?/ = <}/ (,i) 
l’equazione della curva inferiore; sia OC=c ed OIl=h, al- 
lora se A dinota l’arca richiesta, abbiamo 



poiché l’espressione simbolica qui data dinota il procedimento 
che abbiamo stabilito pocanzi in parole. 

/■ 

Ora jdij — ij, quindi j dy = ? (x) — (}* (.c) ; cosi abbiamo 

9 (x] -4- ;.f) 1 d.r. 

In questa forma possiamo immediatamente vedere la verità 
dell’espressione, poiché <f (x) — (x) = PZ — q>Z = Pp ; così 

j s (x) — (}/ (x) j Ax si può prendere per l’area della striscia 
PQqp, e la formola asserisce che A è eguale al limite della 
somma di tali striscie. 

Le linee nella figura non sono necessariamente equidi- 
stanti: cioè, gli elementi di cui AxAy è il tipo non sono ne- 
cessariamente tutti della stessa area. 

138. Il risultato dell’articolo precedente si è, che l’area 
A è data dall’ equazione 



<,}uosto risultato si può ottenere in un nnxlo molto sem- 
plice come si è mostrato nell’ultima pjirte dell’ articolo pre- 
cedente , sicché non era assolutamente necessario di intro 
durre la formola di doppia integrazione. Nondimeno abbia- 
mo richiamata T attenzione sulla formola 
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a motivo dell’ illustrazione che si è qui data del procedimento 
di doppia integrazione; lo studente può cosi trovare più fa- 
cile r applicare il procedimeuto di doppia integrazione a 
quei casi in cui è assolutamente necessario, dei quali si 
avranno esempli in appresso. 


139. Se l’area clic si deve valutare è limitata dalle curve 
ed x=c(y), e da linee rette parallele all’asse delle 
X alle distanze eguali rispettivamente a c ed A, abbiamo in 
modo simile 

Alcuni esempli delle forinole degli Art. 137 e 139 saranno 
ora considerati; vedremo che ciascuna di queste formolo si 
può usare in un esempio, benché generalmente l’una sarà 
più semplice dell’altra. 


140. Si voglia l’arca racchiusa tra la parabola y* = «a: ed 
il circolo y^=2ax — x*. 

Le curve passano per l’ origine e s’incontrano nel punto 
pel quale x=a; cosi se prendiamo solamente l’area che sta 
dalla parto positiva dell’asse delle x, abbiamo 

s/(2«j;-a;*) - VMÌ = 


L’intera arca sarà perciò 2 


( 


T 




Supponiamo che in questo esempio si voglia integrare 
prima rispetto ad x. Dall’equazione y^ = 2ax—x* deduciamo 
x = «+ — y*)* c si vedrà immediatamente da una figura 
che nella presente quistione dobbiamo prendere il segno in- 

y2 

feriore. Cosi posto x, per a — [a^ — y^], ed Xj per — , verrà 

=fìj'J =/"{?- “ + V («’ - ni } % 


art- na* 

= h vj- > come prima. 
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Il lettore dovrebbe tracciare le figure e porre attenzione 
ai limiti delle iotegrazioni. 

141. Nella figura seguente S è il centro di un circolo BLD, 
S è anche il fuoco di una parabola ALO-, indicheremo le 



integrazioni che dovrebbero effettuarsi per ottenere le aree 
ALB ed LDC. Questo esempio si è messo con lo scopo di 
illustrare il procedimento di doppia integrazione, e non per 
alcun interesse nei risultati: le aree si possono ottenere fa- 
cilmente per mezzo delle formole già date; cosi ALB ò la 
differenza tra l’arca parabolica ALS ed il quadrante SLB’, 
e similmente LDC h conosciuta. 


Si prenda 6' per origine. Nel trovare l’area ALB sarà con- 
veniente supporre che la direzione positiva dell’asse delle x 
sia verso sinistra; così se 4« è il lato retto della parabola, 
e per conseguenza 2a il raggio del circolo, l’equazione della 
parabola è ?/*=4«(a— x), e quella del circolo y* — 4«*-x*. 

Supponiamo che s’integri prima rispetto ad x, allora 
arca ALB = 1 j ^ dy dx, 


V- 

in cui j-, = « _ (4«i _ y-.y 

Poiché qui {.r, — .r,) \y rappresenta una striscia racchiusa 
tra le due curve c due lince parallele all’asso delle x; e le 
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striscio sono situate a distanze dall’asse delle x disposte tra 
0 e 2«, sicché l’integ;razione rispetto ad y è presa tra i li- 
miti 0 e 2a. 


Supponiamo che s’intcp:ri prima rispetto ad y; dovremo 
allora dividere l’arca in due parti con la linea A2*\ Sia 


allora 


yt- (4«* - Aax], y, = V ~ 5 


area ALF — 


Oj I/i 



-y,)d.r; 


area AFB j ’(/xcli/=j^ Vìdx', 
la somma di queste due parti esprime l’area ALD. 

Prendiamo in secondo luogo l’areaZZ>C; supponiamo ora 
che la direziono positiva dell’asse delle x sia verso dritta, 
allora l’equazione della parabola è y^ — 4a{a + x], e quella del 
circolo y*=4a* — X*. 


Supponiamo che s’integri prima rispetto ad y; sia 
y, = ^/ (4a* — X*) od y, = y! (4a- -h 4«x) ; 

allora area DZC —Jj dx dy. 

Supponiamo che s’integri prima rispetto ad x; dovremo 
allora dividere l’area in due parti con la linea LK. Sia 


x, = ^[Aa^-y% = 

allora troveremo che I)C = — b poniamo; cosi 

/•*« /'an 


^ dy dx, 

0 ìa 


area CLA' 

la somma di queste duo parti esprime l’area LDC. 
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142. Un caso nel quale sono utili le forinole degli Art. 137 
e 139 è quello in cui le curve limiti sono diversi rami di 
una stessa curva. Supponiamo che Teq-uazione di una curva 
sia (y — mx — c)* = a* — x- ; cosi 

1/ = fMO" + c + («* — x^). 

Qui possiamo porre 

({/ (x) = mx c~ (a* - X*) , 

c (x) = «IX -!- c + V (a* — X*) ; 

cosi c (x) — J/ (x) = 2 sj {a- — X*), e l’ area completa della curva è 



— X-) dx, cioè, t:»®. 


143. Abbiamo sinora supposto gli assi rettangolari, ma 
se essi sono obbliqui ed inclinati sotto un angolo io, la for- 
mala nell’Art. 128 diviene 


A = sen IO J 9 (x) dx, 

ed un simile cambiamento si fa in tutto le altro formule. 
K chiaro che quegli elementi dell’area die sono dinotati da 
1 /Ax e ii/Ax quando gli assi sono rettangolari saranno di- 
notati da sentoi/Ax e senio AyAx quando gli assi sono in- 
clinati sotto un angolo io. 

Per esempio, l’equazione della parabola è y®=4«'x quando 
gli assi sono il sistema obbliquo formato da un diametro 
e dalla tangente nella sua estremità; quindi l’area racchiusa 
tra la curva, l’asse delle x, ed un’ordinata al punto pel quale 
x — c, è 

3 

sen IO / v' (4a'x) dx = ; 

J Q ó 

cioè, i due terzi del parallelogrammo che ha l’asci.ssa c e 
l’ordinata nella sua estremità per lati adiacenti. 


Digitized by Google 



AREE DELLE CURVE PIANE E DELLE SUPERFICIE. 121 


Aree jJtane. Formale polari. Semplice integrazione. 



144. Sia CPQ, una curva, di cui l’ equazione polare è 
»’ = 9 ( 0 ), e supponiamo che r, 0 siano le coordinate di un 
punto P. Dinoti A l’area racchiusa tra la curva, il raggio 
vettore SC condotto ad un punto fisso C, ed il raggio vet- 
tore SP, allora [Cai. Dif. Art. 313) 

dA I 9(0)1» 

dO 2 

Onde A = i 9 ( 0 ) 

Sia (0) r integrale di -- , allora 

A = <H0) a 

Dinoti A^ l’area quando il raggio vettore variabile ò ad 
una distanza angolare 0 , dalla linea iniziale, e dinoti A^ 
l’area quando il raggio vettore variabile è ad una distanza 
angolare 0 , dalla linea iniziale; allora 

A, = ^ (0,) + C, = <1^ (0,) + C, 
quindi A, - A, = ( 0 ,) - ^ ( 0 ,) = | | 9 ( 0 ) dO. 


145. Applicazione alla 'Spirale Equiangola. 

ì 

In questa curva r — be‘; cosi 


2 . 


ir 

A=^j dd 


ÌAc ^ 
4 


IG 
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1 rh li *il C 

ed = ) =l{r,^ -r,'}, 

in cui r^ ed sono i raggi vettori estremi dell’ area che 
si considera. 


146. Applicazione alla Parabola. 
Sia il fuoco il polo, allora 


T — . 


; cosi A = -n 


cos* 


0 

2 


?! / * 

2 / j 

I cos*-, 

~^f(j + I) ^ ~ ®* I ^ 

Quindi Ag-A, = a^ ~ ' 

Supponiamo che sia 0, =0 e 0, = ^, allora otteniamo per 
a* 4«* 

l’areaa* + -g-, cioè, ciò ò d’accordo con l’Art. 131. 

Per un altro esempio supporremo la parabola riferita all’in- 
tersezione della direttrice e dell’ asse come polo, l’asse es- 
sendo la linea iniziale. Qui 


r = 2a 


cosO — ^ (cos 20) 


cosi A 


= 2«*| 


sen*0 

cos* 0 -f cos20 - 2 cos 0 (cos 20) 
sen*0 

2 co8*0 — sen*0 


(IO 


, /‘2 co8*0 — sen*0 ^ . f 

= / tt: fio - 4a* 

J sen* 0 J 


cosO v'(cos20) 
sen* 0 


dO. 
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- r2cos*0-sen*0 r,_ ... ' 

Ora I rfO =1 (2 cot*0 — 1) cosec®6 dO 


Ed 


P 


= ~ gCot*0 + cotO. 
cos 0 \/ (cot20) c/6 f (1 — 2 sen*0) d sen 0 _ 


sen‘0 
1 


-f 


sen*0 


si ponga scnO = -, allora l’integrale diviene 

V 

-j ^{t^-2]tdf, cioè, -|(^*-2)^ 

Quindi, aggiungendo la costante, abbiamo 
4 /»* ® 4 / 7 * 

A (cosce* 0 — 2)* — g- cot* 0 + 2a* cot 0 f C. 


= 2a* cot 0 + 


4a* (cos 20)* — cos*0 + C. 
3 sen* 0 


La costante sarà zero se A incomincia dalla linea iniziale^ 
poiché si troverà facendone ricerca che 


o xA 4 (cos20 * — CO8*0 . j A A 

2 ceto + 5 — — svanisce quando 0 = 0. 

3 sen»0 ^ 

147. A^licazione Ma curva r = a(0 + sen0). Qui 
A = ^j (0 + sen 0)* dO = ^ J (0* + 20 sen 0 + sen* 0) dO ; 


ed 


/ 

I sen*0 dO = ^ j (1 - cos20) dO = | 


0 sen 0 dO = — 0 cos 0 + sen 0 

1 /■ 


0 sen 20 
2 4~’ 


. 1 { 0® oft A o A 6 sen 20 ) ^ 

cosi = -g- 1 -g- — 20 cos 0 + 2 sen 0 + g j — | + C. 

Supponiamo che si voglia l’area della più piccola porzione 
che è limitata dalla curva e da un raggio vettore inclinato 
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alla linea iniziale per un angolo retto; allora abbiamo 0 
ed 2 E come limiti dell’integrazione. Così l’area richiesta è 



24 + 4 + 2 ) 


Curve piane. Formale polari. Doppia Integrazione. 

148. Nell’ Art. 144 abbiamo ottenuto una formola per tro- 
vare l’area di una curva; quella formola suppone che l’area 
sia il limite di più aree elementari , ciascun elemento es- 
sendo una quantità di cui è il tipo. Procediamo ora 

a spiegare un altrd modo di decomporre l’area richiesta in 
arco elementari. 



Supponiamo che si voglia l’area racchiusa tra lo curvo- 
BPQÈ 0 bpqe, o le lineo rette Bb ed Fe. Si conduca una 
serie di raggi vettori da 0, ed una serie di circoli col centro 
in 0; così l’arca piana è divisa in una serie di quadrila- 
teri curvilinei. Rappresenti st uno di questi elementi, e sup- 
poniamo che r e 0 siano le coordinate polari di s, ed r+lr 
c 0-1- AO lo coordinate polari di t\ allora l’area dell’ elemento 
st sarà ultimamente rAOAr. Quindi l’area richiesta si deve 
trovare sommando tutt’ i valori di rAO Ar, e poi procedendo 
al limite ottenuto supponendo che AO c ir diminuiscano 
indefinitamente. 
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Si ottiene la richiesta sommazione di termini come rA 6 Ar 
nel modo seguente: prima riuniamo tutti gli elementi simili 
ad st che sono contenuti nella striscia PQq^, e così otte- 
niamo l’area della striscia; poi sommiamo tutte le strisce 
simili a questa striscia che giacciono tra Bb ed Ee. 

Sia r = 9 ( 6 ) l’equazione della curva BPQE ed r = <}^{ 6 ) 
l’equazione della curva bpqe, siano a e p gli angoli che OB 
ed OE fanno rispettivamente con Oxj e dinoti .4 l’area ri- 
chiesta, ^ allora 


4 = 


fj 


-KO) 


rdO (Ir; 


poiché l’ espressione simbolica qui data dinota il procedi 
mento che abbiamo poco prima stabilito in parole. 


Ora 



quindi 


\ 


cosi abbiamo 


In questa forma possiamo vedere immediatamente la ve- 
rità dell’espressione, poiché OP=o(0) ed Op = tj:(0), e cosi 

I j9(0) !*A 6 -||^;( 0 ) 1 *A 0 

si può prendere per l’area della striscia PQqp, e la formola 
asserisce che l’area 4 é eguale al limite della somma di 
tali strisce. 


149. L’osservazione fatta nell’ Art. 138 si può ripetere qui; 
si è introdotto il procedimento nella prima* parte dell’arti- 
colo precedente, non perchè la doppia intègrazione sia as- 
solutamente necessaria per trovare l’ area di una curva, ma 
perchè il procedimento per trovare l’area di una curva chia- 
risce la doppia integrazione. 

150. Se l’area che deve valutarsi è limitata dalle curve 
di cui le equazioni sono 6 = cp (r), ^ = if/ (r) rispettivamente, 
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e dai circoli di cui le equazioni sono r = a ed r=ò rispet- 
tivamente, sarà conveniente d’integrare prima rispetto a 0 . - 
In questo caso, invece di sommare prima tutti gli elementi 
come st, che formano la striscia PQqp, sommiamo prima 
tutti gli elementi simili ad st che sono racchiusi tra i due 
circoli che limitano st e le curve determinate da 0 = 9 [r] 
e 0 = (}/ (r). Così abbiamo 

J a] ')<('■) 

Alcuni esempi! delle formole negli Art. 148 e 150 saranno 
ora considerati ; vedremo che ciascuna di queste formole può 
essere usata in un esempio, benché l’una possa essere più 
conveniente dell’altra. 


151. Applicheremo le formole per trovare l’area tra i due 
semicircoli OPB ed Opb e la linea retta bB. 



Sia Ob = c, OB = h, allora l’equazione di OPB è r = AcosO, 
e r equazione di Opb h r — c cos 0. Così l’ arca 


-a 


n 

* rh co$ 0 


oj ccos 0 


r ^/6 dr. 


Ora 


/; 


hco$ 0 j 

rdr — 2 [JP - c*) cos* 0 ; 


ceos 9 


1 n 

così r area = g ~ ~ 

Supponiamo che si voglia integrare prima rispetto a 0; 
dovremo allora dividere l’area in due parti descrivendo un 
arco di circolo da 0 come centro, col raggio Ob. Allora l’area 
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limitata da quest’arco, la linea retta Db, ed il semicircolo 
maggioro è 


^ /'co* • fc 


rdr dO. 


Cj 0 


L’area limitata dal suddetto arco, il semicircolo Opb, ed il 
semicircolo maggiore è 


''rdrdfi. 




La somma di queste due parti esprime l’ area richiesta. 


152. Applichiamo le formolo polari all’ esempio nell’ Art. 
141. Con S come polo, l’equazione polare della parabola è 

r {1 + cos 0) = 2a 0 r cos*^ = a, in cui 0 ò misurato da SB; 


e l’equazione polare del circolo è r — ^a. Quindi, se inte- 
griamo prima rispetto ad r. 


area ALB = 11 a rdO dr, 

j oj a »ec> I 


Se integriamo prima rispetto a 0, avremo se 0,=cos“‘ 


2a-r 

T 


rtofO, 

area AZB = 1 I rdr dO. 


In seguito consideriamo l’area DLC. L’equazione di DC 
è rcosO = — 2a; la lunghezza di SC è 4a, e l’angolo BSC 

2it 2a — r . /— 2a\ 

e -g- . Sia 0, = cos * — - — , Gi = cos ' 1— ^ I. Allora se in- 
tegriamo prima rispetto a 0, 

00, 

rdr db. 

0i 

Se integriamo prima rispetto ad r, dovremo dividerei’ a 
rea in due parti , por mezzo della linea che congiunge S 
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con C. L’area della porzione che ha LC per uno dei suoi 
contorni ò • • 


*5 9 

r s /Mjer* r 

/ E j , 


L’arca della rimanente porzione fc 

rlt r-ta$ecO 
/ / rdO dr. 

J 12} Io 
3 


La somma di queste due parti esprime l’area richiesta. 


153. Un buon esempio è fornito dal problema di trovare 
l’area racchiusa tra due raggi vettori e due rami diversi 
della stessa curva polare. 



Supponiamo che BPpb, CQ,qc siano due differenti archi 
di una spirale, e che debba valutarsi l’area limitata da questi 
archi e dalle linee rette BC e allora l’area è 

lf(r,^-r,*)d9; 
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in cui n dinota un raf?gio vettore qualunque dell’ arco 
esteriore, come SQ, ed r, il corrispondente raggio vettore 
SP dell’arco interiore. I limiti di 0 saranno dati dagli an 
goli che jSU od Sb rispettivamente fanno con la linea iniziale. 

Si prenda per esempio la spirale di Archimede; sia 0 l’in 
tero angolo che il raggio vettore ha percorso a partire dalla 
linea iniziale finché prenda la posizione SP; sicché 0 pué 
essere un angolo di ogni grandezza. Per la natura della 
curva ablìiamo SP o r — a'i, in cui a è una costante. Se 
dunque CQ è il ramo seguente a tìP avremo 

SQ^a (0 + 2-). 

Siano 0, e Oj i valori di 0 per SR cd Sb rispettivamente; 
COSI l’area BbeC 


154. Lo studente osserverà una certa dilTcrcnza tra le for- 
mole Jj dx dy ed jj rdO dr, che esprimono l’area di una fi- 
gura piana. La prima suppone l’arca decomposta in più 
rettangoli e Ix ly rappresenta la vera area di un rettan 
gole. Quindi nel prendere l’aggregato di questi rettangoli 
onde rappresentare l’area richiesta il solo errore che pud 
nascere é dovuto al trascurarsi degli clementi irregolari si 
tuati nella parte superiore e nella inferiore di ciascuna 
striscia; come abbiamo già osservato nell’ Art. 137. Ma nel 
secondo caso rlO Ar non é il valore esatto dell’area di uno 
degli elementi, sicché si commette un errore nel caso di ogni 
elemento. È perciò importante di mostrare formalmente che 
l’errore sparisce nel limite, il che può farsi come segue. 
L’elemento st nella figura dell’ Art. 148 è la differenza di 
due settori circolari, e la sua area esatta é 

|{r f Ar)*A0-|r^A0, 


cioè 


2 . 


rAr AO + 


1 

2 


(Aif AO. 


17 
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Prendeudo il primo termine per rappresentare l’area tra- 
scariamo ^ (Ar';*A0. Quindi il rapporto del termine trascurato 
al termine ritenuto 

_ |(Ar)»A0 _Ar 
~ rlr AO ~ 2r 

Prendendo Ar sufficientemente piccolo questo rapporto si può 
rendere tanto piccolo quanto ci piace. Quindi po.ssiamo con- 
chiudere che la somma dei termini trascurati svanirà ulti- 
mamente in paraf^one della somma dei termini ritenuti, cioè, 
ogni errore nel limite sparisce. 

Altre /orinole Polari. 


155. Sia s la lunghezza dell’arco di una curva misurato 
da un punto fisso sino al punto di cui le coordinate sono 
r e 0; sia ^ la perpendicolare dall’origine sulla tangente 
nell’ultimo punto; allora il seno dell’angolo tra questa tan- 

c/0 

gente ed il corrispondente raggio vettore ò r — ■ {Cai. Pi/. 

P " 

Art. 310); inoltre - ò un’altra espressione per questo seno; 

quindi r ^ = Dinoti A l’area tra la curva e certi raggi 
^ ds r ^ 

vettori limiti; allora 


i limiti di s nell’ultimo integrale debbono essere quelli che 
corrispondono ai raggi vettori limiti dell’area che si con- 
sidera. 


11 risultato si può illustrare geometricamente; supponiamo 
JP, Q punti adiacenti su di una curva, S il polo, p' la per- 
pendicolare da S sulla corda PQ; allora, l’area del trian- 
golo PQS 

corda PQ. 

Supponiamo ora che Q si avvicini indefinitamente a P, 
allora ed il limite del rapporto della corda PQ all’arco 

PQ, è l’unità. 
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1 56. Poiché / J.* =/y ^ rfr =/ (Art. 86), 

abbiamo ■■ . 

157. Applicazione alV Epicicloide. 

n i * c*(r*-a*) 


COSI 


c- — a- 


^ _ 1 f c \J{r^ — 0^] rdr _ c f - a*) rdr 

^ ~2J av'(c*-r*) ~2àJ 


c f z^dz ■ t 7 t 

■~2ai 

)ra 

/• J*</3 722 -fc*-a*) , ,,, ,J- ^/3 

/ V (c* - a* - 3*) -J V (c* - a* - 3Ì*) ^ ® ’i V (c* - a* - z*) 


c*-«* 


SCI! 


-I , 


3v/(c*-a*--*) 


V(c*-«*) 


fi* — /7.* 


... V(r*-a*) V(r*-«-)x/(c*-r*) 

V(c*-a*) 2 


Prendendo questo tra i limiti r = a ed r = Cy otteniamo 


c- — a* E 


2 cioè, J(« + ì)e. Quindi l’area è 2 ^ 6 (a+é)E, cioè, 
(a + 2 J) J (a + è ) “ 


2 a 


^ Raddoppiando questo risultato otteniamo 

l’area tra la curva ed i raggi vettori condotti a due cu- 

... (a + 25) J (a + J) E ,> 

spidi consecutive , che e perciò — L area 

a 

del settore circolare che forma parte di quest’area è vai; 
si sottragga quest’ ultima ed otteniamo l’area tra un arco 
dell’ epicicloide che si estende da una cuspide alla fuspide 
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seguente, ed il circolo fisso sul quale ruzzola il circolo ge- 
neratore; il risultato è 


— {Sa -f 2 i). 
a 


158. Similmente si può trovare nell’ ipocicloide l’area tra 
il circolo fisso e la parte della curva che si estende tra due 
cuspidi consecutive. Se a è maggiore di b il risultato ò 




[Sa~2b]. 


Area tra una Curva e la sua Evoluta. 


159. Nelle figure dell’ Art. 114, se supponiamo il filo o la 
linea PQ, muoversi per un piccolo angolo la figura tra 
le due posizioni della linea e la curva AP si può conside- 
rare ultimamente come un settore di circolo; la sua area sarà 

perciò cui p=PQ. Così se .4 dinota l’intera area 

limitata dalla curva, la sua evoluta, e due raggi di cur- 
vatura corrispondenti ai valori e (p, di c, abbiamo 


Poiché 

ds 



- , possiamo ancora scrivere questo 



i limiti di s essendo presi in modo da corrispondere ai noti 
limiti di 9 . 

160. A])plicazione alla Catenaria. 

Qui j = ctanip. Art. 109; 


ondo 


p = c scc-^', 
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cd 


I sec* 0 rf? = tan 5 + 2 tan®? + C ; 


così A è conosciuta. 


Area delle Superficie di Rotazione. Forinole rettangolari. 



161. Sia A un punto fisso nella curva APQ,’, siano x,y 
le coordinate di un punto qualunque P, ed s la lunghezza 
dell’arco AP. Supponiamo che la curva giri intorno l’asso 
delle a;, e dinoti ^l’area della superficie generata dalla ro- 
tazione di AP\ allora [Cai. Difi. Art, 315) 



11 

2i:y; 


onde 

S = 

1 2wjds 

(1); 

così 

S = 



(2), 

cd 

s= 



(3). 


Di questo tre forme possiamo scegliere in ogni esempio 
particolare quella che è più conveniente. Se y si può espri- 

éls 

more facilmente in termini di s possiamo usare (1); se ^ 

si può esprimere facilmente in termini di y possiamo usa- 
re (3); in alcuni casi può essere più conveniente di espri- 
ds 

mere y c — in termini di x ed usare (2). 
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In ciascun caso l’area della superfìcie generata dall’arco 
della curva compreso tra punti assegnati si troverà inte- 
grando tra limiti appropriati. 

162. Applicazione al Cilindro. 

Supponiamo che una linea retta parallela all’asse delle 
X giri intorno all’asse delle x, generando cosi un cilindro 
retto circolare; sia a la distanza della linea che gira dall’asse 
delle x; allora 

ds . 

' 3i = ’’ 

così per l’equazione (2) dell’ Art. 161, 

6' = 2tzj adx = 2t:ax C. 

Supponiamo che le ascisse dei punti estremi della porzione 
della linea che gira siano a;, ed x,; allora la superfìcie ge- 
nerata 

:::= 2r« [ ’ dx — 2v.a {.r, — a?,). 

J X, 

163. Applicazione al Cono. 

Una linea retta che passa per l’origine ed è inclinata 
all’asse delle x sotto un angolo a giri intorno l’asse dello 
X, e generi cosi una superficie conica. Allora 

ds 

y = a;tana, c j- = seca; 

dX 

cosi per l’equazione (2) dell’ Art. 161, 

S = 2t:J tan a sec a xdx = it tana seca x* -|- V. 

Quindi la superficie del tronco di cono tagliato da piani 
perpendicolari al suo asse alle distanze x„ x, rispettivamente 
dal vertice è 

, Tt tan a sec a (xj* - x,*). 
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Si supponga a?, = 0, e sia r il raggio della sezione fatta 
dal piano alla distanza x^, allora ® l’area è 

t: coseca r*. 


164. Ajtplicazione alla Sfera. 

Il circolo dato dall’ equazione ìf = giri intorno 

l’asse delle x; qui 

dy X 

dx " y ’ 

Quindi per l’equazione (2) dell’ Art. 161, 

S—2r:J y^dx = 2kx jdx — 2r.ax + C. 

Così la superficie racchiusa tra i piani determinati da 
a = x, ed x = x^ è 2r.a [x^ — a,). 

« 

Quindi l’area di una zona sferica dipende solamente dall’a/- 
tezza della zona o dal raggio della sfera, ed è eguale all’ area 
che i piani che la terminano taglierebbero da un cilindro 
col suo asse perpendicolare a quei piani e circoscritto alta 
sfera; c così la superficie della sfera intera è 4i:a*. Questi 
risultati sono molto importanti. 


165. Applicazione allo Sferoide allungato. 


L’ellisse data da a*y*4 i*a;*=a*i* giri intorno l’asse delle 
X che si suppone coincidere con l’asse maggiore dell’ellis- 
se; qui 

dy _ 

dx ~ a-y ’ 


e 

Quindi 


d_s^ /A ^ _ òs/(a'^-e\z^) 

dx V \ a*if/ ~~ ay 
per l’equazione (2) dell’ Art. 161, 



Digilized by Googlc 



136 ABEE DELLE CURVE PIANE E DELLE SUPERFICIE. 

La superficie generata dalla rotazione di un quadrauk^ 
dell’ellisse si otterrà prendendo 0 ed a come limiti di x 
nell’integrazione. Ciò dà 


166. Supponiamo che una curva abbia per sua equazione 
y=io{x), ed un’altra curva abbia per sua equazione 
e tutte e due le curve girino intorno l’asse delle x. Dino- 
tino s^ ed le lunghezze degli archi misurati da punti 
fissi nelle due curve sino al punto che ha per ascissa x. 
Dinoti S la somma delle aree delle due superficie compreso 
tra due piani perpendicolari aU’asse dello x alle distanze 
x^ edj-j rispettivamente dall’origine. Allora, per l’Art. 161, 



Supponiamo, per esempio, che si abbia una curva divisa 
per metà daHa linea j/ = a, sicché possiamo porre \i-a ! / (» 
pel ramo supcriore ed y = a — /(») pel ramo inferiore. Quindi 

(\s^ _ ds^ 
dx ~ dx ’ 

ed S=- 4i:« f ~dx = 4r« f ds , , 

J dx J 

i limiti di s, essendo presi in modo da corrispondere con 
i limiti assegnati di x. 

Quindi, se si ha una curva completa che è bisegata da 
una linea retta e si fa girare intorno un asso parallelo a 
questa linea e ad una distanza a da essa e che non taglia 
la curva, l’ area dell’ intera superficie generata è eguale alla 
lunghezza della curva moltiplicata per 2a«. 

167. Per esempio, si prenda il circolo dato dall’equazione 


[x - A)* ^[y- fc)» - c* = 0. 


Qui l’area dell’intera superficie generata dalla rotazione 
del circolo intorno l’asse delle x sarà 2 r/i X2t:c. 
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Non vi è difficoltà in questo esempio per ottenere sepa- 
ratamente le due porzioni della superficie. Per la parte al 

di sopra della linea y — k, abbiamo 2i: ^ rioi-, 

2zj 1*4 ds, 

cioè, 2 k j kds + 2-r.J \ {c* - (a; - A)* { 

Il primo di questi integrali è 2T;ks'; l’altro è egualo a 
2rJ 

che si ridurrà a 2-jcdx, cioè, 2rxx. Quindi la superficie 

richiesta si trova prendendo l’ espressione 2 t:* 5 -t- 2i:cx tra 
limiti convenienti. 


Area delle superficie di rotazione. Formole polari. 

168. Allo volte può essere conveniente di usare coordinato 
polari; cosi dall’ Art. 161 deduciamo 

N = j” 2r.]ids = l^2r.y^ f/0 = j 2r.r sen 0 dO, 

ds /( , (dryi 
«n cu. j. 


169. Applicazione odia Cardioide. 

Qui r = a (1 + cos 0) ; cosi 

^ = a vM (1 + co® ®/* + 6 I = ® b 2 cos 0) = 2a cos^ ; 

onde 
S = 4ra 


-J (I A cos 0) cos^ sen OdO Idi:»* J cos* ^ acn ^ dò 


2 . 


32ua* 

5 


cos* 



18 
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La superfìcie generata dalla rotazione dell’ intera curva 
intorno alla linea iniziale si otterrà prendendo 0 e i: come 

32i:a* 

limiti di 0 nell’integrale. Ciò dà — - — 

o 

Superficie qualunque. Doppia integrazione. 

170. Siano .r, i/, z le coordinate di un punto qualunque 
p di una superficie; .t + A.r, y -{■ Ay, ? + Az le coordinate di 



un punto adiacente q. Per p si conduca un piano parallelo 
a quello delle {x,z), ed un piano parallelo a quello delle 
(y, z); ancora per q si conduca un piano parallelo a quello 
delle [x, z) ed un piano parallelo a quello dello (y, z). Questi 
piani intercetteranno un elemento pq della superficie curva, 
e la proiezione di questo elemento sul piano delle [x,y] sarà 
il rettangolo PQ. Supponiamo che il piano tangente della 
superficie \n p sia inclinato al piano delle (x, y) sotto un 
angolo Yi allora si conosce per la geometria solida che 

. dz dz , 

in ^ ® ^ debbono trovarsi dalla nota equazione della 
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superficie. Ora l’area di PQ, è lix lij, quindi per la geome- 
tria solida l’area dell’elemento del piano tangente in p di 
cui PQ è la proiezione ò A.c Aj/ secif. Ammetteremo che il 
limite della somma dei termini come A.rAi/ secf per tutt’i 
valori di x ed y compresi tra limiti assegnati sia l’area della 
superficie corrispondente a questi limiti. Dinoti allora S que- 
sta superficie; cosi 



i limiti delle integrazioni essendo dipendenti dalla porzione 
della superficie considerata. 


171. Rispetto al punto ammesso nell’ articolo procedente, 
il lettore si riferisca alle osservazioni sopra un simile punto 
nel Cai. l)if. Art. 308. E^i può anche consultare il Dife- 
rential and Integrai Calculus di De Morgan, pag. 444, e 
V Integrai Calculus di Homersham Cox, pag. 96. 


172. Applicazione alla Sfera. 

Si voglia trovare l’area dell’ottava parte della superficie 
della sfera data dall’ equazione 


-f* V* h 2* = a*. 
Qui 


COSI 


Ora nella figura supponiamo OL = x\ si ponga y, per LI, 
allora ?/i = — a:®', poiché il valore di y, si ottiene dall’e- 

quazione della superficie supponendo ^ r= 0. Se integriamo 
rispetto ad y tra i limiti 0 ed y,, sommiamo tutti gli cle- 
menti compresi in una striscia di cui LMml è la proiezione 
sul piano delle (x, y). Ora 

r-'’ dy _ j'!'- dy ir 

} 0 - y*,i “i 0 v'(y,* - y*) “2’ 


— 

dx 


X 

z ' 


(Iz 

dy 


y. 

^ 5 




Digilized by Google 



140 AREK DELLE CURVE PIANE K DELLE SUPERFICIE. 


COSI 






Se integriamo rispetto ad x da 0 ad a, sommiamo tutte 
le strisce comprese nella superficie di cui OAB è la prole- 

zione. Cosi è il risultato richiesto ; c perciò l’ intera su- 

perficie dellR sfera è 4i:a*. 

Se integriamo prima rispetto ad x, avremo 


=/:c 


àdy dx 




in cui .T, = \/{«* — y*). 


173. Come altro esempio si voglia trovare l’area di quella 
parte della superficie data dall’equazione 

z* -f (x cos a -f y sen a)* — a- = 0, 

che è situata nella regione positiva delle coordinato. Questa 
superficie è un cilindro retto circolare, avendo per suo asse 
la linea determinata da s = 0, ® cosa -f- y sen a = 0, ed o è 
il raggio di una sua sezione circolare. Qui 


dz 

dx 

dy ' 


cos a (x cos a - 1 - y sen a) 


scu a (X cos a -f- y sen a) 


COSI 


[iadxd;i_ff 
' JJ z 


adx dìj 


■ cos a - 1 - y sen a)* } 


11 piano coordinato delle (x, y) sega la superficie secondo 
le linee rette a = + (x cos a -1- y sena), e se si prende il segno 
superiore, abbiamo una linea situata nel quadrante positivo 
del piano delle (x, y]. 

Per ottenere il valore di 6' integriamo prima rispetto ad 
y tra i limiti y = 0 ed y = {« — x cosa) coseca; ora 


dy 


1 


it-i 


fxcosa j yscna^ 


ì I 


sena 


■sen 


X cosa 4- y sen a 
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si prenda questo tra i limiti asscg'nati, ed otteniamo 


onde 


1 

seu a 



sena 



X cosa\ 
_,.T cosa I 


(Ix, 


ed i limiti 
veremo 


dell’ integrazione sono 0 ed 


cosa 


S-. 


sen a cos a 


Quindi tro- 


174. Invece di prendere l’elemento del piano tangente in 
un punto di una superficie, in modo che la sua proiezione 
sia il rettangolo A.r Ay, può essere in alcuni casi più con- 
veniente di prenderlo in modo che la sua proiezione sia l’ e- 
lemento polare rAO Ar. Cosi avremo 



secY rilH dr. 


Per esempio, supponiamo che si voglia l’area della super- 
ficie xy = az, che è tagliata dalla superficie = qtil 



(a* r*) 

a 


, poiché «*-f- 


Cosi S 




(«* +jf) S (c* + «*)* - ! 


175. Supponiamo x=r sen 0 cos 9 , y=r senO sencp, z=r cosO, 
sicché r, 6 , 9 sono le ordinarie coordinate polari di un punto 
nello spazio; allora vedremo in appresso che l’equazione 

si può trasformare in 



?•* sen- 0 



sen *0 



rd<) d^. 


Digilized by Google 



142 AREE DELLE CURVE PIANE E DELLE SUPERFICIE. 

Una indipendente dimostrazione geometrica si troverà nel 
Cambridge and Dublin Mathematical Journal, Voi. ix, ed 
anche nel Treatise on thè Calcuhis of Operations ài Carraichael. 
Converrà ricordarsi che in questa formola r — à- y'^ -v z‘-), 
mentre nell’ Art. 174 dinotiamo ^ (a* + j/*) con r. 


Valori approssimati degl’ Integrali. 


176. Supponiamo y una funzione di x, e che si voglia 
J ydx. So r integrale ind^nito J ydx è conosciuto possia- 
mo immediatamente avere il richiesto integrale definito. Se 
l’integrale indefinito è ignoto, possiamo ancora determinare 
approssimativamente il valore dell’integrale definito. Questo 
procedimento di approssimazione ò meglio illustrato suppo- 
nendo che y sia un’ordinata di una curva sicché 1 ydx rap- 

j a 

presenti una certa area. Si divida c — a in n parti ciascuna 
eguale ad A e si tirino a — 1 ordinate ad eguali distanze 
tra l’ordinata iniziale e la finale; allora Io ordinate si pos- 
sono dinotare con yx^y^, VuiUim- Quindi possiamo 

prendere 

(j/i + J/s + + Vn) 

come un valore approssimato dell’area richiesta. 0 pure pos- 
siamo prendere 

A [Vt +'1/3 + + J/«+.) 

come un valore approssimato. 


Possiamo ottenere un’altra approssimazione così; suppo- 
niamo congiunte le estremità delle ordinate ed (r-r l)*""; 

cosi abbiamo un trapezio, l’area del quale è (y,. -b j/r+i) 

La somma di tutti questi trapezii dà come un valore ap- 
prossimato dell’area 

^ I ^ + !/i + 1/3 + J/« + I • 


Questo risultato è infatti la scmisomma dei due primi ri- 
sultati. E chiaro che possiamo prendere l’approssimazione 
tanto vicina quanto ci piace crescendo sufficientemente n. 
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177. Il seguente è un altro metodo di approssimazione. 
Sia descritta una parabola con l’asse parallelo a quello delle 
t/; rappresentino i/,i j/ji J/j tre ordinate equidistanti, li la di- 
stanza tra ?/, ed i/j, e quindi anche tra i/j ed Allora si 
può dimostrare che l’area contenuta tra la parabola, l’asse 
delle 0 -, e le due ordinate estreme è 

3 {Vi + -I 2 / 3 , 1 . 

Questo si mostrerà facilmente con una figura, essendo for- 
mata r area da un trapezio c da un segmento parabolico, e 
l’area di quest’ultimo è conosciuta per l’Art. 143. 

Supponiamo ora che w sia pari, sicché l’area da valutare 
sia divisa in un numero pari di parti. Allora si supponga 
che l’arca dello prime due parti sia 

I {>Jl + 42/2 T 1/3^ 

che l’area della terza e della quarta parte sia 

3 iUs + 4!/» + ysS 

e cosi di seguito. Cosi avremo finalmente come risultato ap- 
prossimato 

h 

3 ! 2/i + 2 (i/s + yj -f !/„_,) -t- 2 /„-h + 4 (?/, + 2/* + ?/„) ! • 

Quindi abbiamo la seguente regola: si uniscano insieme 
la prima ordinata, l’ultima ordinata, due volte la somma 
di tutte le altre ordinate dispari, e quattro volto la somma 
di tutte te ordinato pari; indi si moltiplichi il risultato per 
un terzo della comune distanza tra lo ordinate. Questa re- 
gola ò detta la Regola di Simpsoìi. 

ESEMPII. 

1. Se .4 dinota l’arca contenuta tra la catenaria, l’asse 
dello X, l’asse delle y, ed un’ordinata all’estremità 
dell’arco 5, mostrare che A = cs. L’arco s incomincia 
dal punto più ‘basso della curva. 
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2 . 


4. 

5. 

6 . 


7. 


8 . 

9. 

10 . 

11 . 


L’intera area della curva 



è g "flj. (L’integrazione si può effettuare ponendo 
.T=a cos^9). 

L’area della curva y + da a—0 sino ad 


x = a è c* 


(-1-5 'OS 4 


L’area della curva y* j: = 4a* (2a - a:) da .t=0 ad x=2a 
è 4-a®. 

Trovare l’intera arca tra la curva y® (,c- + a®) = a*a* ed 
i suoi asintoti. Risultato. 4a*. 


Trovare l’area del 


cappio della curva y® = 


.T* [a +a-) 
a — X 


Risultato. 



Trovare l’area limitata dalla curva y* 
l’asintoto x = a, escludendo il cappio. 


rr* {a + x) 
a — X 


e 


Risultato. 2a* 



Trovare l’intera area tra la curva y*(2a — or)=a® ed i 
suoi asintoti. Risultato. Sza*. 

Trovare l’intera area della curva (y — .t)* = a* — .a*. 

Risultato. Tra*. 

Trovare l’arca compresa tra le curve 

y^ — ^ax— 0, x®-4ay = 0. Risultato. . 

Trovare l’intera area della curva a*y® + 3*x* = a*J*aj*. 

4 

Risultato, g ah. 
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12. Trovare l’area di un cappio della curva à*y* = T* 

MnuUato. — . 

5 

13. L’area fra la trattrice, l’asse delle y , e l’asintoto è 

(Si vegga l’Art. 100). 

14. Trovare l’area di un cappio della curva 

a* 

, !/* {«* + = X* (a* — X*). Risultato. (z— 2). 

15. Trovare l’area del cappio della curva 


Risultato. 


ab 


“30 ■ 


16aY = (a* - 2a.r). 

16. Trovare l’area del cappio della curva 

2,v* (a* -h X*) = (a* - x*)*. 

Risultato, a* j3 \/2 log(l + y'2) — 2j 

17. Trovare l’intera arca della curva 

2ij* (a* + .T*) — 4a/y (a* - ;r®) + (a* — x*j* = 0. 

, ^ Risultato. — 

18. Trovare l’area della curva 


X , X 

y = c sen - . log sen - 

d Qf 


da X = 0 ad x — a-. 


Risultato. 2ac(l — log 2). 


V 

19. Trovare l’area della curva - = 

c 

c dal risultato dedurre l’area deH’ipcrljolc xij = a* tra 
gli stessi limiti. 

20. Trovare l’area dell’ellisse di cui l’equazione è 

i: 


tra x = a ed x— ♦ 


ax* 4- 2bxy + c(/* = 1 . Risultato. 


2 . 


Jlac - è*) ’ 
19 
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21. Trovare l’arca di uu cappio della curva r* = a*co3 20. 

a* 

Risultato. . 

< 

22. Trovare l’area contenuta da tutti i cappi della curva 

T — a sen «0. 

Risultato. “ 0 ^ secondo che n è dispari o pari. 

23. Trovare l’area tra le curve r = acos«0 ed r = «. 

24. Trovare l’area di nn cappio della curva r*cos 0=a*sen 30. 

_ . , , . 3a* a* „ 

' Risultato. log 2. 

25. Trovare l’intera area della curva r = a (cos20 + sen 20). 

Risultato, ra*. 

26. Trovare l’area di un cappio della curva (a;*+i/*)’=4a*a;*i/*. 

Risultato. ^ . 

27. Trovare l’intera area della curva 

(x* + ijY = 4a®x* + 41>Y. Risultato. 2n (a* + J*). 

28. Trovare l’intera area della curva 

29. Trovare l’area del cappio della curva 


1 /® — 3aarj/ + .x* = 0. 


Risultato. 


3a* 


30. Trovare l’area del cappio della curva 

r cos 0 = a co.? 20. Risultato. 


(2-5)»' 
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31. 


Trovare l’ arca della curva 
«* 

V(a*-^*cos*0) 
a essendo maggiore di l/. 


+ b cos 6, 
Risultato. 




32. In una spirale logaritmica trovare l’area tra la curva 

e due raggi vettori condotti dal polo. 

33. Trovare l’area tra la concoide r = a + JcosecO e duo 

raggi vettori condotti dal polo. 

34. In un’ellisse trovare l’area tra là curva e duo raggi. 

vettori condotti dal centro. 

35. In una parabola trovare l’ area tra la curva e due raggi. 

vettori condotti dal vertice. 

36. Trovare l'arca racchiusa tra la curva. 


r = a (secO + tanO) 

od il suo asintoto ?*cos-0=2a. Risultato. + 2^ a-. 

37. L’ intera area della curva r-a (2cos0+l) è a*^2it > 

( 3 /3\ 

TC • 


38. Trovare l’intera area della curva r=»cosO + J, in cui 

a è maggiore di b. Trovare ancora l’area del cappio 
interno. 

39. Se a; ed y sono le coordinate di un’ iperbole equilatera 

X*— i/* = a*, mostrare che 


«/ ?» _?»\ «/*» _*»\ 
x = ^(e^ + e «’j, y = 

in cui u b l’area intercetta tra la curva, il raggio^ 
vettore centrale, e Tasse. 
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40. Trovare l’ intera area della curva che ò il luogo dell’ in- 

tersezione di due normali di un’ ellisse ad angoli 
retti. Risultato, r. {a — b)*. 

Si può mostrare che l’ equazione della curva è 

(a* + ò*) (a* sen* 0 -f i* cos* Gj* 

= (a* - i*)'-* (a* sen*0 - i* cos*0)», 

41. Trovare l’area racchiusa tra un arco qualunque descritto 

dall’ estremità del raggio vettore di una spirale in una 
completa rivoluzione, e la linea retta che congiunge 
le estremità dell’ arco. Se, per esempio, T equazione 
/ 0 \" 

della spirale è r == a ( 2 ^ ) > dimostrare che l’area cor- 
rispondente ad un valore di 0 maggiore di è 

-.oT- i/Oy""' /O 
2?1 + 1ÌV2-/ \2- / )■ 


42. Trovare l’area contenuta tra una parabola, la sua evo- 

luta, c due raggi di curvatura della parabola. (Art. 159).. 

43. Trovare T area contenuta tra una cicloide, la sua evo- 

luta, e due raggi di curvatura della cicloide. 

44. Trovare l’area della superficie generata dalla rotazione 

intorno Tasse delle x della curva = 


X 

45. Ancora della curva y = ae"" 


46. 


Ancora della catenaria y . 


c 

2 



47. Mostrare che l’intera superficie di uno sferoide schiac- 
ciato e 


2r.a* 


1 + 


1 

2e 


log 


1 + «) 

1 - s )' ■ 


48. Una cicloide gira intorno la tangente al vertice; mo- 

32 

strare che T intera superficie generata è ^ T.a'. 
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49. Uua cicloide gira intorno alla sua base; mostrare che 

64 

l’intera superficie generata è 


50. 


Una cicloide gira intorno al suo asse; mostrare che 


l’intera superficie generata è 8r,a 



51. L’intera superficie generata dalla rotazione della trat- 

trice intorno l’asse delle x è 

52. Una sfera è attraversata perpendicolarmente al piano 

di uno dei suoi circoli massimi da due cilindri retti, 
di cui i diametri sono eguali al raggio della sfera e 
gli assi passano per i punti medii di due raggi che 
compongono un diametro di questo circolo massimo. 
Trovare la superficie di quella porzione della sfera 
non racchiusa tra i cilindri. 

Risultalo. Due volte il quadrato del diametro della 
sfera. 


53. Trovare la superficie generata dalla porzione della curva 

y = a + alog- tra i limiti x = a ed a; = 

(Ut 

Risultato. 4ra® 1 1 -f (1 + - \'2 -|- log ^ | • 

f (IS 

54. Trovare 1 — , in cui dS rappresenta un elemento di 

superficie, e p la perpendicolare dall’origine sul piano 
tangente dell’elemento, l’integrale essendo esteso su 

7/^ 

tutto l’ellissoide — ; -l- ^ -t- -r = !• 
a* c- 

Risultato. (a-b^ I -t c*a*). 

3abc ^ ' 
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CAPITOLO Vili. 


VOLUMI DEI SOLIDI. 

Formale che racchiudono Fen^Iice Integrazione. 
Solido di Rotazione. 



178. Sia A un punto fisso di una curva APa., c un 
altro punto sulla curva di cui lo coordinate sono a; ed w 
Gin la curva intorno l’ asse delle x, e dinoti V il volume dd 
solido limitato dalla superficie generata dalla curva e da duo 
piani perpiendicolari all’asse delle x, l’uno per A c l’altro 
por P; allora (Cai. Dif. Art. 314) ^ 



ondo 



Dall’equazione della curva y ò -una funzione nota di .t- 
supponiamo che <]/{x} sia l’integrale di iry»; allora ’ 


r= !|/ (a?) I c. 
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Dinoti Vf il volume quando il punto P ha .r, pcT sua 
ascissa, e il volume quando il punto JP ha per sua 
ascissa; così 

F, = ^(x,) + C, 

V, = ^(x,) + C, 

fXa 

onde Ff - F, = ^ (a-,) - ^ (x^) = ti 1 -y^dx. 

J 

179. Applicazione al Cono retto circolare. 

Una linea retta passi per l’origine e faccia un angolo a 
con l’asse delle x', allora questa linea retta genererà un cono 
retto circolare girando intorno l’asse delle x. Qui j/ = xtaua; 
così 

F=Jr. tan* a x^dx = x^ + C, 


r,_ r.=iiipw 


Supponiamo a-, = 0, e sia r = a’,tana; cosi il volume di- 


viene 


t: tan* a x.® 


„ — , cioè, • " ? . Quindi il volume del cono 

O o 

retto circolare è un terzo del prodotto dell’area della baso 
per l’altezza. 

180. Applicazione alla Sfera. 

Qui prendendo l’ origino al centro della sfera abbiamo 
j/* = a* — «*; così ■ 


Il volume di un emisfero 


j TLlfdx = n 


2na* 

“3“ 


181. Applicazione al Paraboloide. 

Qui la curva generatrice è la parabola, sicché 

7 /* = 4ar. 
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Così F, — F, = it /* ’ 4ax rfx = 2au (.Tj*- x,*). 

J JC» 

Supponiamo x^ = 0, allora il volume diviene 2air.rj*, cioè 

in cui j/j* = 4axj,- così il volume è la metà di quello 

di un cilindro che ha la stessa altezza, cioè Xj, e la stessa 
base, cioè il circolo di cui è il raggio. 

182. Applicazione al Solido formato da una Cicloide. 

Giri una cicloide intorno il suo asse; qui {Cai. I)if. 
Art. 358) 

X 

y = [2ax — X*) + a vers“* - • 

L’integrazione ò meglio effettuata ponendo per x ed y i loro 
valori in termini di 0 (Cai. Dif. Art. 358). Così 

T. J ifdx = za^J {0 + .sen 0)* sen 0 dO. 

Per ottenere il volume generato da una scmicicloide i li- 
miti per X sarebbero 0 e 2a; così i corrispondenti limiti per 0 


sono 0 

e i:. 


Ota 

f 0*sen 6 dO = — 6* cos 0 + 2 f 

0 cos 0 dO 


= — 6* cos 0 f 20 sen 0 -f 2 cos 0, 

onde 

P 0* sen 0 dO r* — 4; 


2 J 0 sen*0 di—J 6 (1 — cos2S] dO = ^ — 

0 sen 20 cos 20 

2 4 ’ 

onde 

2 /* 0 3en~0 (JO =: — • 
J 0 2 


Ed 

P seu-'’0d0 = 2^ sen^OdO — 2-|. (Art. 35 

Cosi il 

volume richiesto 




4] 

/3t:* 

8 \ 


+ g [ = T.a^ 

l 2'~ 

3) 
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183. Questa forraola per il volume di un solido di rota- 
zione, T'ÌJ^dx, simile alle altre che abbiamo notate, è 

una di cui la verità 6 manifesta, appena si è compresa la 
notazione del Calcolo Integrale. Nella figura dell’ Art. 128, 
se FM è 1 / ed MN sia dinotato da \x, allora tii/*Ax è il va- 
lore del solido generato dalla rotazione di MNpF intorno 
l’asso delle x. Cosi diflerirà dal volume generato 

dalla rotazione di ADEB per la somma dei volumi che sono 
generati da PpQ, e l’ultima somma svanirà nel limite. Cosi 
il volume generato dalla rotazione di ADEB è eguale al 

limito di Ziiy'lx, cioè, ad f zy^dx. 


184. Similmente, se V dinota il volume limitato dalla su- 
perficie formata da una curva che gira intorno l’asse dello 
y, e da piani perpendicolari all’asse delle y, avremo 



E, come nell’ Art. 178, avremo 

r, - r, = r* -xVi/. 

Jv 

185. Supponiamo che due curve girino intorno l’asse delle 
X, generando cosi due superficie, e che si voglia la differenza 
dei due volumi, l’uno limitato dalla prima superficie e da 
piani perpendicolari all’asse delle x, e l’altro limitato dalla 
seconda superficie e dai piani già assegnati. Sia yz=tp(x) 
l’equazione della prima curva, ed j/ = <J((x) quella della se- 
conda. Allora se V dinota la richiesta differenza, abbiamo 

j" i: j c (x) ì* tìfx — J i: 5 t}/ (x) I* dx 

= ■/ lì ? W i’ - 1 (•»•) 1 

2 . • 20 
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Se i piani che limitano il volume richiesto sono determi- 
nati da x = Xt ed x = «2» dobbiamo integrare tra i limiti 
x^ ed Xj per x. 

186. Supponiamo, per esempio, che una curva chiusa sia 

tale che la linea y — a divida per metà ogni ordinata pa- 
rallela all’ asse delle y ; allora abbiamo 9 (x) = « + (x) e 

4» (x)==a — /(x), i-n cui yi_{x) dinota una funzione di x. Così 

ì 9(x) I*- ! ì*=4«x(«), 

e F = it J 4a X (®) 

Supponiamo che le ascisse dei punti estremi della curva sia- 
no Xj ed X, allora il volume generato dalla rotazione della cur- 

fXa 

va eh i usa intorno l’ asse delle x è 4aK / y (x) dx. E 2 1 y{x) dx 

è l’area della curva chiusa, sicché il volume è eguale al 
prodotto di per l’area. Questa dimostrazione suppone 
che la curva generatrice sia posta interamente da una parte 
dell’asse delle x. 

Se la curva generatrice ò il circolo dato da 

abbiamo per la sua area, e quindi 2/.c*“* per il volume 
generato dalla sua rotazione intorno l’asse delle x. 

187. In simil modo se le curve x = 9 (y), x = (j' (y), girano 
intorno l’asse dello y otteniamo por il volume limitato da 
queste superficie c da piani perpendicolari all’ asso dello y 

F = [i?(y)i*-i4'(y)ì*]rf!/- 

188. Il metodo dato nell’ Art. 178 per trovare il volume 
di un solido di rotazione si può adattare ad ogni solido. Il 
metodo si può descrivere così : si concepisca il solido tagliato 
in strati sottili da una serio di piani paralleli, si valuti 
approssimativamente il volume di ciascuno strato e si som- 
mino questi volumi; il limite di questa .somma quando ogni 
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strato diviene indefinitamente sottile è il volume del solido 
richiesto. Supponiamo che un solido sia tagliato in strati 
da piani perpendicolari all’asse delle x; sia 9 (a;) l’area della 
sezione del solido fatta da un piano alla distanza x dall’o- 
rigine, e sia s-f-la; la distanza del piano seguente dall’o- 
rigine; cosi questi due piani intercettano uno strato di cui 
la spessezza è Ix, e di cui il volume si può rappresentare 
con 9 (x) Ix. Il volume del solido sarà perciò il limite di 

I9 (£c) Ix, cioè, sarà jcp (x) dx; i limiti dell’ integrazione di- 
penderanno dal particolare solido 0 porzione di solido die 
si considera. 


189. Applicazione ad un Ellissoide.. 


L’equazione dell’ ellissoide è 


y* _ 


1 ; 


se si fa una sezione con un piano perpendicolare all’ asse- 
delie X ad una distanza x dall’origine, il contorno della se- 
zione è un’ellisse, di cui i semiassi sono b ® 

c ^(l — ; quindi l’ area di questa ellisse è iric ^1 — ; 

questo è perciò il valore di 9 (x). Quindi il volume dell’el- 
lissoide 




4tMc 


i 


190. Applicazione ai una Piramide. 

Supponiamo una piramide, che abbia per base una figura 
rettilinea qualunque; sia .4 l’area della base ed A l’altezza. 
Si prenda l’origine delle coordinate al vertice della piramide, 
e l’asse delle x perpendicolare alla base della piramide, al- 
lora il volume della piramide 

fh 

= (f(x)dx. 

J 
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Ora la sezione della piramide fatta da un piano parallelo 
alla base è una fìgura rettilinea simile alla base, e le aree 
delle figure simili stanno come i quadrati dei loro lati omo- 
loghi ; ed ar ed h sono proporzionali ai lati omologhi ; quindi 
deduciamo che 



Cosi il volume della piramide 



Questa investigazione vale ancora jxjr un cono, di cui la 
base ò una curva chiusa qualunque. 


191. Come esempio troveremo il volume compreso tra 
un’iperboloide ad una falda, il suo cono asintotico o duo 
lìiani perpendicolari al loro asse comune. 

Sia l’equazione dell’iperboloide 


a;* 

a* 


t. 

b' 




e quella del cono 


f! _ _ 0 


Se si fa una sezione della prima superficie con un piano 
perpendicolare all’asse delle x e ad una distanza x dall’o- 
rigine, il contorno è un’ellisse di cui l’area ò tìc -f 1^ ; la 


sezione fatta nella seconda superficie dallo stesso piano ha 

"TÌÒC 

anche per suo contorno un’ellisse, e la sua area è • 

Onde la differpnza delle aree è T.be. Quindi il volume richie- 
sto, supponendolo limitato dai piani x — x, ed x = x^, è 


/*Xa 

I rJjc (tx, cioè, T.bc (.r, -■ jr,). 
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192. Alle volte può essere conveniente di fare sezioni con 
piani paralleli non perpendicolari all’asse delle a;. Se a è l’in- 
clinazione dell’asse delle x ai piani paralleli, allora (f(x] sena Ax 
si può prendere come il volume di uno strato e l’ integra- 
zione si esegue come prima. 

Forinole che racchiudono Doppia Integrazione. 



193. Daremo prima una formula per il volume di un so- 
lido di rotazione. Nella figura, siano ar, i/ le coordinate di 
s, ed x + Ax,y-rAy quelle di t. Supponiamo che l’intera 
figura giri intorno l’asse delle x, allora l’elemento si ge- 
nererà un anello, il volume del quale sarà ultimamente 
2zy Ax Ay; questo segue dalla considerazione che Ax Ay è 
r area di st e 2zy il perimetro del circolo descritto da s. 
Quindi il volume generato dalla figura BFeb, o da una por- 
zione di essa, sarà il limite della somma di termini come 
2zy Ax Ay. Dinoti V il volume richiesto, allora 

V=2-Rjjydxdy; 

i limiti dell’ integrazione essendo presi in modo da inclu- 
dere tutti gli elementi del volume richiesto. 

194. Supponiamo che il volume richiesto sia quello che 
si ottiene dalla rotazione di tutta la figura BEel\ sia y — <f{xì 
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l’equazione della curva superiore, y = ;j;(a:) quella della curva 
inferiore, e siano 0(7=1,, OH=x^. Dovremo allora integrare 
prima rispetto ad y tra i limiti y — ò{x) ed y=if{x); così 
sommiamo tutti gli elementi simili a 2i:y Ix ly che sono 
contenuti nel solido formato dalla rotazione, della striscia 
PQgp; poi integriamo rispetto ad x tra i limiti x, ed Xj. 
Cosi per esprimere l’operazione simbolicamente 

V=.2rJ^^P^^\jdxdy 

J ® J l}/(x) 

J 


La seconda espressione si è ottenuta effettuando l’integra- 
zione rispetto ad y tra i limiti assegnati, e coincide con 
quella già ottenuta nell’ Art. 185. 

195. Così nel precedente articolo dividiamo il solido in 
anelli elementari, di cui 2ity Ax Ay è il tipo; nella prima in- 
tegrazione riuniamo un numero di questi anelli , in modo 
da formare una figura, che è la differenza di due strati cir- 
colari concentrici; nella seconda integrazione riuniamo tutte 
queste figure e così ottegiamo il volume del solido richiesto. 


196. Supponiamo la figura che gira intorno l’asse delle 
X limitata dalle curve x = 9 i'y) ed x=<j/(y), c dalle linee rette 
y=:y, ed y—y^', allora applicando la formola per V sarà con- 
veniente di integrare prima rispetto ad x; cosi 


V=2.r-r,j,ly^.. 

J yij 


In questo caso nell’integrazione rispetto ad x riuniamo 
tutti gli elementi simili a 2iry Ay Ax che hanno lo stesso 
rfiggio y, sicché la somma degli elementi è un sottile gu- 
scio cilindrico , di cui Ay è la spessezza , y il raggio , e 
9 (y) - <1' (y) altezza. Cosi 


F= 2 i:r’i 9 (y)-'^(y)ì yrfy. 
■' !/• 
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197. Como un esempio delle formolo precedenti,' si cerchi 
il volume del solido generato dalla rotazione dell’ area ALB 
intorno l’asse delle x nella figura già data nell’ Art. 141. 
Questo volume è l’eccesso dell’emisfero generato dalla ro- 
tazione di SLB sul paraboloide generato dalla rotazione di 
ASL', il risultato è perciò conosciuto, e proponiamo l’esem- 
pio, non ad oggetto del risultato, ma per illustrazione delle 
formole di doppia integrazione. 


Sia S r origino. Supponiamo che la direzione positiva 
dell’ asso delle x sia a sinistra, allora l’equazione di AL è 
y*~Aa{a — x) e quella di BL è j/* = 4«* — a*. Sia V il vo- 
lume richiesto, allora 



ma-y') 




2zy dy dx. 


Se vogliamo integrare prima rispetto ad y, dobbiamo, come 
nell’ Art. 141, supporre la figura divisa in due parti; 
cosi 



V (to’-x’) 

<t (to’— 4ax) 


2-::y dxdy+p j 


20 /•V(io’-x’) 


2z.y dxdy. 


Inoltre, si cerchi il volume generato dalla rotazione di 
LDC intorno l’ asse delle x. Sia ora la direzione positiva 
dell’asse delle x a dritta, allora l’equazione di LC ò f-x) 

e quella di LD è y*=4a* — x*. Sia V il volume richiesto, 
allora 



V (4a“-+-4ox) 

2i:y dx dy. 

V(4o“-x») 


Se vogliamo integrare prima rispetto ad x, dobbiamo, co- 
me nell’ Art. 141, supporre la figura LDC divisa in due 
parti; cosi 


po na 
io i v( 


V(4o’-i/=*) 


2zydydx + \ 


povs 
} io 


po 

i «^-4 

4<* 


2“y dy dx. 


198. Similmente, se un solido è formato dalla rotazione 
di una curva intorno l’asso delle y, abbiamo 

V 1^1 2i:x dy dx. 
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199. Procediamo ora a considerare un solido qualunque. 



Siano JT, 1 /, : le coordinate di un punto qualunque <p di 
una superficie, x + Aar, y + Ay, z 4- As le coordinate di un punto 
adiacente q. Per ^ si conducano i piani paralleli ai piani 
coordinati delle Ix, z) ed (y, z); per q si tirino anche i piani 
paralleli agli stessi piani coordinati. Questi quattro piani 
racchiuderanno tra loro una colonna, di cui JPQ è la base 
e r altezza. Il volume di questa colonna sarà ultimamente 
zàx Ay, ed il volume tra una porzione assegnata della data 
superficie ed il piano delle (x, y) si troverà prendendo il li- 
mite della somma di una serie di termini come zlxly. Di- 
noti V questo volume, allora 



L’equazione della superficie dà z come una funzione di 
® ed y; i limiti dell’integrazione debbono essere presi in 
modo da includere tutti elementi del solido proposto. 
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Se integriamo prima rispetto ad y, sommiamo le colonne 
che formano uno strato compreso tra due piani perpendico- 
lari all’asso delle x] cosi i limiti dell’integrazione rispetto 
ad y possono essere funzioni di x, ed otterremo 

in cui f{x) è in fatti l’area della sezione del solido consi- 
derato fatta da un piano perpendicolare all’asse dello x ad 
una distanza x dall’origine. Allora finalmente 

V=f/(x)dx; 

questo coincide con la formola già data nell’ Art. 188. 

200. Applicazione alV Ellissoide. 

Si cerchi il volume dell’ottava parte dell’ellissoide deter- 
minato dall’equazione 


a* ^ ^ cs 

Qui dobbiamo trovare 



S’integri prima rispetto ad y, allora i limiti di y sono 0 

ed Z^, cioè, 0 e à v/0-3 ; otteniamo cosi la somma di 

tutte le colonne che formano lo strato tra i piani Lpl ed 
Mqm. Ora tra i limiti assegnati 

così 


I limiti di X sono 0 ed a\ otteniamo cosi la somma di 

2. 21 


Digitized by Google 



162 


VOLUMI DEI SOLIDI. 


tutti gli strati che sono compresi nel solido OABC. Quindi 
T, T^abc 


201. Supponiamo la data superficie determinata da xy—az, 
e si cerchi il volume limitato dal piano delle [x,y], dalla 
superficie data, c dai quattro piani x — x,, x = x*, y^y^, 
y = 1 /j. Qui il volume è dato da 


J ^tj y< a 




= \ (a--. - a-,) (y, - y,) (2, + + z ^) , 


in cui s, , Sj, ir,, s* sono le ordinate dei quattro punti agli 
angoli della porzione scelta. 


202. Trovare il volume compreso tra il piano s = 0 c le 
superficie xy = az ed {x — A)® + (y — i]® = c*. 


Qui dobbiamo integrare jj—dxdy tra i limiti determi- 
nati da (a; — A)* -t- (y — A-)* = c*. 


Ora 




ed i limiti di y sono 


ft - V i c® - (a; - A)* ì e /c -f V I c* - (ar - A)® j- 
Cosi otteniamo 


V ! C® - (r - j. 

Cosi finalmente il volume richiesto 

— — .T i^/ j c® — (.T — A)* i y.r, 
fi J 

in cui i limiti di x sono k — c où b c. 
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Kcl 


J X \/ I - (x - /if \ (/x =1" (x - A) y/ I c- — (x — A)* I c/x 

+ hj ^ j c* — (x — A)* i dx. 
Si ponga x — 1i = t", cosi otteniamo 

I t^[c^- r-) iit + A [ V 

AC“TI 

I limiti di t sono — c e + c; onde il risultato è ; ed 
il volume richiesto ò ^ 


Questo risultato però suppone che xy sia positivo tra i 
limiti deir integrazione; cioè, il circolo determinato da 
(x — /t)* + (y — A)® = c* è supposto giacere interamente nel 
primo quadrante o interamente nel terzo quadrante. Se que- 
sta condizione non è soddisfatta il nostro risultato non dà 
il valore aritmetico del volume, ma la differenza che nasce 
dal considerare alcune parti del volume come positive ed 
altre come negative; per esempio, se A o A svaniscono il 
nostro risultato svanisce. 

Similmente nel risultato dell’articolo precedente, si è sup- 
posto che xy sia positivo tra i limiti dell’ integrazione. 


203. Invece di dividere un solido in colonne so basi ret- 
tangolari, sicché zAxAy sia il volume della colonna, pos- 
siamo dividerlo in colonne che abbiano per base l’ elemento 
polare dell’ arca; allora zrAO Ir è il volume della colonna. 
Onde per il volume V di un solido abbiamo la formola 

V= jj zr di) (Ir. 

Dall’ equazione della superficie z si può esprimere come 
una funzione di r e 0 , 

Per esempio, si voglia il volume compreso tra il piano 
z = 0, e le superficie x*-f y* = 4oz ed y* = 2cx — x*. Qui 

z = 7 - ; ed i limiti di r e 9 debbono essere tali da estcìi- 
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dorè r integrazione sull’intera area del circolo j/*=2cx— x* 
Sia r, = 2ccos0; allora il volume richiesto 

-r- (/fj (Ir 


~J-}Jo 4a 

= — r 4 cos* 
a J -jn 

a J 0 


(id<> 


cos* (i (Ih 


.-.j.g-jlArt. *) 


3 t:c* 

8« 


204. Si cerchi il volume del solido compreso tra il piano 
delle [Xftj) e la superficie di cui l’equazione è 

x»^y* 

z - ae~ . 


Qui, poiché x* + y* = r*, 

V=ajl e rdh dr. 

La superficie si estende ad un’infinita distanza dall’ori- 
gine in ogni direzione; cosi i limiti di 0 sono 0 e 27t, c 
quelli di r sono 0 ed oc. 


Ora 

je rdr~ g c*; 



così 

i c* . 

i/ 

Ed 

r"(i0=2:. 


J 0 

Quindi 

* 

il volume richiesto è zac-. 
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Formale che racchiudono Tri^pla Integrazione. 

205. Nella figura dell’ Art. 199 , supponiamo che si tiri 
una serie di piani perpendicolari all’asse delle z; sia 2 la 
distanza di un piano dall’origine e z + Az la distanza del 
seguente. Questi piani intercettano dalla colonna pqPQ, un 
parallelepipedo rettangolo elementare, il volume del quale è 
Aar Al/ Az. L’ intero solido si può considerare come il limite 
della somma di tali elementi. Quindi se V dinota il suo 
volume, 


ds; dy dz. 


206. Si corchi il volume di una porzione del cilindro de- 
terminato dall’ equazione 

X* +y* — 2ax — 0 , 

che è intercettata tra i piani 

z = x tan a c z = a: tan 

Qui se y^ sta per {2ax — s*), abbiamo 

rta ry, rxtan^ 

V= / / dxdydz 

lo] —Vi] xtana 

— r I ~ ®) dy 

J 0 J -Vi 

= 2 (tan ^ — tan a) J* x {2ax — x*) dx 


= 2 (tan p — tan a) 


uà» 


207. L’elemento polare dell’area piana è, come abbiamo 
veduto negli articoli precedenti , rAO Ar. Supponendo che 
questo giri intorno la linea iniziale per un angolo 2~, 
allora si genererà un anello solido , di cui il volume è 
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2 i:r scn 0 rlò Ir, poiché 2 n»* scn 0 è la circonferenza del cir- 
colo descritta dal punto di cui lo coordinate polari sono r cO. 
Dinoti l’angolo che il piano dell’ elemento in una posizione 
qualunque fa con la posizione inizialo del piano, o-l-Ao 
l’angolo che il piano in una posiziono consecutiva fa col 
piano iniziale; allora la parte doU’anollo solido che è inter- 
cetta tra il piano rotante in queste due posizioni sta all’ in- 
téro anello nella stessa proporzione come As sta a 2i:. Quindi 
il volume di questa parte intercetta è 

r* senO A? A 6 Ar. 

Questa ò perciò un’espressione in coordinato polari per un 
elemento di un solido qualunque. Quindi il volume dell’in- 
tero solido si può trovare prendendo il limite della somma 
di tali elementi; cioè, se V dinota il volume richiesto, 

V = jjj r* sen 0 dù dr. 

I limiti dell’integrazione debbono essere presi in modo da 
includere nell’integrazione tutti gli elementi del solido pro- 
posto. Lo studente si rammenterà che r dinota la distanza 
di un punto dall’ origine, 0 l’ angolo che questa distanza fa 
con una retta fissa condotta per l’origine, e 9 l’angolo che 
il piano condotto per questa distanza e per la retta fissa fa 
con un piano fisso che passa per la retta fissa. 

208. Supponiamo, jier esempio, che si applichi la formola 
a trovare il volume dell’ottava parte della sfera. S’integri 
prima rispetto ad r; abbiamo ’ 

jr^dr = -g- • 


Si supponga a il raggio della sfera, allora i limiti di r sono 
0 ed «; così 



-g- sen 0 do dfi. 


Nell’ integrare cosi rispetto ad r, riuniamo tutti gli ele- 
menti come ?•- scnO As AO Ar che compongono un solido pi - 
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ramidale, che ha il suo vertice al centro della sfera, c per 
sua base l’ elemento curvilineo di superficie sferica, che è 
dinotato da a*sonOA<pA 6 . 

S’integri in seguito rispetto a 0; abbiamo 


J sen 0 c/o = — cos 0 ; 


i limiti di 0 sono 0 e 


n ^ 
2 ’ 


cosi 



Integrando così rispetto a 0, riuniamo tutte le piramidi 

simili ad-^sen 0 A 9 l 0 che formano uno strato cuneiforme 

del solido contenuto tra i due piani condotti per la linea 
fissa corrispondenti a <p e 9 + A 9 . 


Finalmente, s’integri rispetto a 9 da 0 a^; così 


r-r^. 

6 


In questo esempio le integrazioni si possono eseguire in or- 
dine qualunque, e lo studente dovrebbe esaminarle ed illu- 
strarle. 


209. Un cono retto ha il suo vertice sulla superficie di 
una sfera , ed il suo asse coincide col diametro della sfera 
che passa per quel punto; trovare il volume comune al cono 
ed alla sfera. 

/ 

Sia a il raggio della sfera; a il semi-angolo al vertice del 
cono, V il volume richiesto, allora l’equazione polare della 
sfera col vertice del cono come origine è r=2«cos0. Onde 

Tilt rtncooO 

I' = I II r* scn 0 c /9 c /0 dr. 

J 0 J OJ 0 

210. La curva y = a(l-fcosO) giri intorno alla linea ini- 
zialo, trovare il volume del solido generato. 
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Qui il volume ricìliesto 

nTl ra(t+cosf) 


r* sen 0 (IO da dr 


-fSX 

— — f (1 -r cos 0)* sen 0 dO. 
O J 0 * 


Sua’ 


Si troverà che questo è 


ESEMPII. 

1. Se la curva y*(a: — 4a) = ax(x~ 3«) gira intorno 1’ asse 

delle X , il volume generato tra a: = 0 ed x = 3a ò 

^*(15-16 log 2]. 

2. Una cicloide gira intorno alla tangente al vertice; mo- 

strare cho il volume generato dalla curva è z* a’. 

3. Una cicloide gira intorno alla sua base; mostrare cho 

il volume generato dalla curva è 

4. La curva y* {2a — ar) = x® gira intorno al suo asintoto ; 

mostrare che il volume generato è 2i:*<i®. 

5. La curva xy* = 4fl® (2a — x) gira intorno al suo asintoto; 

mostrare che il volume generato è 4i:*a®. 

6. Trovare il volume della porzione chiusa del solido ge- 

nerato dalla rotazione della curva (y* — à*)* = a*x in- 
torno all’asse delle y. 

, 256 Iti» 
Risultato. -jt • 
315 a« 

7. Esprimere il volume di un segmento sferico in termini 

della sua altezza e dei raggi delle basi. 

Risultato. {A* -f 3 (r,* -i r^) {. 
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8. Stì la curva y' =-2mx r nx^ gira iutoruo l’asse delle x, 

trovare il volume di un segmento qualunque; e mo- 
strare che esso può esprimersi con 

(i* + c- 0 con zh + . 

in cui h è l’altezza del segmento e ò, c, r sono i raggi 
delle sue basi e della sezione media. Dedurre le espres- 
sioni per il volume di un cono e di uno ‘sferoide. 

9. Trovare con rintegrazione il volume racchiuso tra un 

cono retto il di cui angolo al vertice è di 60", ed una 
sfera di dato raggio che lo tocca lungo un circolo. 

TT^ 

Risultato. . 

o 

10. Se un paraboloide ha il suo vertice nella base, e l’asse 

sulla superficie di un cilindro, il cilindro sarà diviso 
in due parti che stanno come 3 ; 5 dalla superficie 
del paraboloide; l’altezza od il diametro della base del 
cilindro ed il lato retto del paraboloide essendo tutti 
eguali. 

11. Un paraboloide di rotazione ed un cono retto hanno la 

stessa base, lo stesso asse, o lo stesso vertice, ed una 
sfera è descritta su questo asse come diametro; mo- 
strare che il volume intercetto tra il paraboloide ed 
il cono serba la .stessa ragione al volume della sfera 
che il lato retto della parabola serba al diametro della 
sfera. 

12. Trovare l’intero volume del solido limitato dalla super- 

ficie di cui l’equazione è 


^zabc 

Risultato. — = — . 

5 

13. Trovare l’intero volume del solido limitato dalla super- 
ficie di cui Tequaziono è 

(.X* -I- y* + ?*)* = 21a^xyz. 

Risultato. ^ or. 

2. 22 
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14. Trovare il volume del solido formato dalla rotazione 

della curva (x"^ + y^]^=a^x^ + bh/ intorno l’asse delle x, 
supponendo a map^g'iore di b. Mostrare ciò che il ri- 
sultato diviene quando a = b. 

Risultato. I (2«* -f 36*) « + log . 

15. Determinare il volume del solido generato dalla rota- 

zione della curva (x* -f y*)* = a*x* + 6*i/* intorno l’asse 
delle y, supponendo a maggiore di b. Mostrare ciò che 
il risultato diviene quando a = b. 


Risultato. + + 


scn ’ 


a 


16. Trovare il volume del solido formato dalla rotazione 
della curva (y* -L x*)’* = a- (x* — y*) intorno l’asse delle x. 

Risultato. ^ log (1 -f ^/2) - 1|. 


17. 


Un paraboloide di rotazione ha il suo asse che coin- 
cide con un diametro di una sfera, ed il suo vertice 
fuori della sfera; trovare il volume della porzione della 
sfera fuori del paraboloide. 


Risultato. —, in cui A 6 la distanza tra i due 
o 


piani nei quali sono situate le curve d’intersezione 
delle superficie. 


18. Trovare il volume tagliato dalla superficie 



con un piano parallelo a quello delle (y, z) ad una di- 
stanza a da esso. Risultato, t:»* (bc). 

19. Un quadrante di un’ ellisse gira intorno la tangente 
all’estremità dell’asse minore dell’ellisse; mostrare che 
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il volume racchiuso dalla superficie formata dalla 
cuna, è 


irai* 


(10 - 3tc). 


20. Trovare il volume compreso tra te superficie definite 
dalle equazioni 


X- -f- 1J- — X- -r ij- = ux, » = o, 

illustrando con figure il progresso della sommazione. 

Ruultato. -KH- . 

32c 


21. Se ^ è una superficie chiusa, dS un elemento di in- 
torno un punto P ad una distanza r da un punto 
fisso 0, c 9 l’angolo che la normale in P condotta 
all’indentro fa con il raggio vettore OP, mostrare che 
il volume contenuto dalla superficie 



r cos 9 dS, 


22 . 


la sommazione essendo estesa sull’intera superfìcie. 

Prendendo il centro di un ellissoide per il punto 0, 
applicare questa formola a trovare il suo volume, in- 
terpetrando geometricamente i passi dell’integrazione. 


Trovare il valore di 
ellissoide. 



X® dx dy dz sul volume di un 


Risultato. 


“l5“* 


23. Determinare i limiti dell’ integrazione por ottenere il 

volume contenuto tra il piano delle (x, y) eia super- 
ficie di cui l’equazione è 

Àx* + Bxy -f C'j/* — Dz — F— 0. 

24. Stabilire i limiti dell’ integrazione da adoperarsi nel- 

l’applicarc la formola dx dy dz per trovare il vo- 
lume di una superficie chiusa di .secondo ordine di 
cui l’equazione ò 


ax* -h Jy* -f C5* }- u’yz (>'xz ì = 1. 
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25. Stabilire tra quali limiti debbono effettuarsi le iute- 
grazioni in 



(Ix dij lìz 


per ottenere il volume contenuto tra la Buperlicle co- 
nica di cui Tequazionc è 

z = a- v' (•' * + !/-). 


ed i piaui di cui lo equazioni sono x—z ed x — 0; 
e trovare il volume con questo o con altro metodo. 


Hisultato. 


9 • 


2fi. Stabilire tra quali limiti si debbono prenderò le inte- 
jirazioni per ottenere il volume del solido contenuto 
tra le due superfìcie cz — mx^ -[ mj- c z ax bij \ c 

-g3 

mostrare che il volume è ~ quando 


VI — il — a- 


8 

b-^l. 


27. Una cavità è g'iustamente ampia abbastanza da per- 
mettere la completa rotazione di un disco circolare di 
raggio c , il di cui centro descrivo un circolo dello 
stesso raggio c, mentre il piano del disco è costan- 
temente parallelo ad un piano fisso, e perpendicolare 
a quello dfel circolo nel quale il suo centro si muove. 
.Mo.strarc che il volume della cavità è 


1 ^( 3 - - 1 - 8 ). 


28. L’asse di un cono retto coincide con la linea genera- 
trice di un cilindro; il diametro sì del cono che del 
cilindro è eguale alla comune altezza; trovare la su- 
jierficie ed il volume di ciascuna parte in cui il cono 
è diviso dal cilindro. 


Hisultati. 


Superficie 


4e \ ' o — 3 \ 15 


— a- 


_ 2- V 5 -f 3 \/15 
6 - <l ) 
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Volumi, 


8t; 


27 v'3-64 

■y 


64 - 27 v'3 - 
9 


in cui a è il raggio della base del cono o cilindro. 
29. Trovare il volume del cono-cuneo determinato da 



che è contenuto tra i piani x = 0 ed x = a. 

' Risultato. 

30. Un conoide è generato da una linea retta che si ap- 
poggia air^^e delle 3 ed è perpendicolare ad esso. 
Due sezioni'^no fatte da piani paralleli, i due piani 
essendo parsuleli all’asse delle z. Mostrare che il vo- 
lume del conoide racchiuso tra i piani è eguale al 
prodotto della distanza tra i piani per la semi-somma 
delle aree dello sezioni fatte dai piani. 
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CAPITOLO IX. 


DIFFERENZIAZIONE DI UN INTEGRALE RISPETTO AD UNA 
QUANTITÀ QUALUNQUE CHE ESSO PUÒ RACCHIUDERE. 


211. È alle volto necessario di differenziare un integrale 
rispetto a qualche quantità che esso racchiude ; questa qui- 
stione andremo ora a considerare. 

Si voglia il coefficiente differenziale di f tf (x) dx rispetto 

J O 

a h, supponendo che (f{x) non contenga b, od a sia indi- 
pendente da b. 


Sia 


u=J <p(x)dx; 


supponiamo b mutato in 5 -|- A6 , in conseguenza di che u 
diviene « + A«; cosi 

/•b+Sb 

w + Au= 9 [x] dx ; 

rb 


ondo 


rb-i \b 

Au = l 9 (x) dx 

’ a 

rbiSb 

dx. 


-i: 

rbi^b 

■ ,(») 


/ 

■/ 9(x) 
J a 


dx 


Ora, per l’Art. 40, 


I 9 (x) dx — Ah<f{b f 6Ai) , 


in cui 0 è una frazione propria; cosi 
^ = 9(* l OAi). 
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Diminuiscano e senza limite; così 

dii 


db 


= ? (^)- 


212. Similmente, se differenziamo u rispetto ad a, suppo- 
nendo che 9 (x) non contenga a, e b sia indipendente da a, 
otteniamo 

du . 

213. Supponiamo che 9 (x) contenga una quantità c, e si 
voglia trovare il coefficiente differenziale di J 9 (x) dx ri- 
spetto a c, supponendo a e b indipendenti da c. 

Invece di 9 (x) sarà conveniente di scrivere 9 (x, c), sicché 
la presenza della quantità c possa essere più chiaramente 
indicata; si dinoti l’integrale con «, cosi 


11 


= f 9 (.T, c) dx. 

.! n 


Si supponga c mutato in c+ àc, in conseguenza di che 
« diviene cosi 


u 


onde 


+ lìi—j 9 (.T, c -f- Ac) dx; 

Aii = f 9 (x, c + àc) dx — f 9 (x, c) dx 
J a J n 

rb 

= {? (^. c -f Ac) - 9 (x, c) ì dx ; 

J a 


così 


9 (.r, c + Ac) - 9 (x, c) 

Àc J a 


Ac 


dx. 


Ora per la natura del coefficiente differenziale iibbiamo 
9 {x, c -f Ac) — 9 (x, c) dtp {x, c) 


Ac 


de 


+ p, 
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in cui (> è una quantità che diminuisce senza limite con Ac. 
Cosi abbiamo 


In 

Ac 


f» c) 
J a de 



Quando Ac 6 diminuito indefinitamente, il secondo integrale 
svanisce; poiché esso non è maggioro di [h — a] p', in cui p' 
è il più gran valore che p può avere, e p' ultimamente sva- 
nisce. Quindi, procedendo al limite, abbiamo 

dn /■* do (i, c) . 


214. Si deve notare che l’articolo precedente suppone che 
nè « nè i sia infinito; se, per esempio, S fosse infinito, non 
potremmo asserire che (d — a) p' debba necessariamente sva- 
nire nel limite. 


215. Abbiamo adunque mostrato nell’Art. 213 che 


d 

de 


9 (x, c) dx - 


/ ? (a-, g) 

de 


dx. 


( 1 )- 


Indicheremo un’ utile applicazione di questa equazione. 
Supponiamo che sia la funziono di cui o (x, c) è il 

coefficiente differenziale rispetto ad x, e che / (x, c) sia la 


funzione di cui 


d o (x, c) 


è il coefficiente differenziale rispetto 


ad x; cosi (1) si può scrivere 
di^ [b, c) di^ {a, c) _ 


de 


de 


■ X {^> " X ("’ ' 


( 2 ), 


supponiamo che b non si trovi in 9 (x, c), e che « sia anche 
indipendente da b] allora (2) si può scrivere 


di^[b,c) 

de 




( 3 ), 


in cui C dinota termini che sono indipendenti da b, cioè , 
sono costanti rispetto a b. Quindi siccome b può avere quel 
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valore che ei placo in (3;, possiamo rimpiazzare h con r, 
e scriverò 


■/. 


( J) P) 
de 


~ C. 


i4‘ 


Questa equazione si può applicare per trovare y (.r, c); sic- 
come la costante può essere introdotta se si vuole, possiamo 
dispensarci dallo scriverla, e porro (4' sotto la forma 


f d? (x, Cj 

! de 


dx ■ 


d^ 

de} 


I r (■'’) 


d.r. 


Per esempio, sia y (.r, p) = j (- r * ’ 


cosi 


_ f 2c.r* 

J (1 


d 

de 


(1 -tc*.r*)' 
dx 


, / uX 

Cosi dal conoscere il valore di / ,= — ^-—possiamo dedurre 

J 1 

con la differenziazione il valore dell’ integrale più compli- 


cato 


r 2cx» 
i { 1 -t- e^x^] 


■is% 


dx. 


/** 

216. Si cerchi il coefficiente differenziale di / y (^r, f) dx 
rispetto a c quando i cd a sono tutte e duo funzioni di c. 
Si dinoti l’integrale con «; allora — consiste di tre termi- 
ni, uno proveniente dal fatto che (p(x,e) contiene e, uno 
dal fatto che l> contiene c, ed uno dal fatto che a contiene c. 

2. , 23 
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Quindi per gli articoli precedenti, 


du 

de 


,c) du db du da 
-dx + -j— + -— — 
do de da de 


_ r* d9 {x, I 
io de 

/■* do (t, c) j , db , , da 

fi"’')*- 


217. Con le supposizioni dell’articolo precedente possiamo 
procedere a trovare DiflFerenziando rispetto a c il ter- 

rb 


. /■* d<f (x, c) 

mine | — — - dx otteniamo 
J a de 

r. 


(x, c) rf? (^, c) _ d? (a, c) d« 
de* de de de ~de 


du 


Dagli altri termini in — otteniamo con la differenziazione 




— j c) 


db 


+ ■ 


de de 


. (s(a cì— f ^9 <’a> c) da 
■ ’ de* da \ de/ de de' 


Così 


d*« _ r* d *9 (x, c) 
J a 


de* 


de* 


dx 


, q de (i, c) db 
de de 


Q * *1 d^U 

Similmente si possono trovare ed i coefficienti diffe- 

dc* 

renziali di ordine superiore di «. 
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218. Si può dare la segueate illustrazione geometrica 
dell’ Art. 216. 



Sia y-o (r, c) Tequazione della curva APQ, ed 1/^9 (x, c -r Ac) 
l’equazione della curva A'JP'Q’. 


Sia OM= a, ON - bf 

MM'=la, NN' = lb. 

Allora tt dinota l’arca PMNQ, ed « + Aw dinota l’area 
P'^^N’Q'. Quindi 

A« = P'pqQ,' + QNN’q - PMJtfp, 

^ * A« _ P'pqQ' QNJVq PMM'p 

Ac Ac Ac Ac 


Si può vedere facilmente che il limite del primo termine 

è il limito di f ? (^> ^ + dx, che il limite del se- 

J a Ac 

AJ 

condo termine è il limite di 9 (Ac)^, e che il limite del 

terzo termine è il limite di c)4^. Ciò dà. il risultato 

‘ ' 'Ac 

dell’ Art. 216. 
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219 . Esemfio. Trovare una curva tale che l’area Ira la 
curva, Tasse delle 's, ed un’ordinata qualunque, serbi un 
rapporto costante al rettangolo contenuto da quell’ordinata 
e dalla corrispondente ascissa. 

Supponiamo che 9(0') sia l’ordinata della curva per l’a- 
scissa j; allora^ 9 (x) (/j esprime l’area tra la curva. Tasse 

delle X, e Tordinata 9(c': quindi per la supposizione dob- 
biamo avere 


i. 5 M 


in cui n è una costante. Ciò deve valere per tutt’ i valori 
di c; quindi possiamo differenziare rispetto a c; così 

, ^ c [c] co' [c] 

' ' w » 


onde 


C9’(o)^(m- l)9(c,, 
9'(c) M — 1 


9 (c) ~ c 

Con T integrazione log- 9 (c) = {n — 1 ) logc + costante; 
cosi 9 [c) =; Ac '^~* , 

che determijia la curva richiesta. 

220 . Trovare la forma di 9(.r), in modo che per tutt’i 
valori di c 


1 9 (.r) |V/;r 


0 

Per la supiiosizione 
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Si diffcreuzii rispetto a c; cosi 

c I ? (c) 1* =,7/, + (c) S* ; 


cosi c { 


Si diflTerenzii 

di nuovo rispetto a c; 

COSI 11 

\ «/ 

) i 9 (c) ì* -f 2c (1 - 9 (c) 9'(c) = 

onde ^1 

-|),W + 2c(l-i),'(0=0; 

quindi 

9' (c) 2 — « 1 

9 (c) ~ 2 (» - 1) c 


S’ integri ; cosi 


log ? (c) = logc + costante; 

2 — H 

onde 9 (c) = ; 

in cui A è una costante; cosi abbiamo finalmente 

l~n 

? (x) = 

Questa è la soluzione di un problema nella Statica Ana- 
litica, che si può enunciare cosi. La distanza del centro di 
gravità di un segmento di un solido di rotazione dal vertice 

è sempre - ma parte dell’altezza del segmento; trovare la cur- 
va generatrice. La richiesta equazione è y — ^[x). 


dx 
sj[c-x) 


221. Trovare la forma di 9 [x] sicché l’integrale / —r , — 

io (c — 

sia indipendente da c. 

Si dinoti l’integrale con w, c supponiamo x = cz; cosi 


[* Ve ? (gg 
.'0 s'(c-x)“.lo 


’c 9 (cz) dz 

Y 
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ESEMPII DIVERSI. 


Poiché « deve essere indipendente da c, il coefficiente dif- 
ferenziale di « rispetto a c deve svanire. Ora 


(ÌU 

de 



+ 2 V (C-) 
V(l-z) 


dz 


? [ x] -f 2 x 9 ' (x) . 
0 2c si {c-x) 


Quest’ultimo integrale adunque deve svanire qualunque 
sia c; quindi dobbiamo avere 


onde 


onde 


<p {x) + 2x<f'(x) = 0; 

- 

a (x) ~~ 2x ’ 

log 9 (x) = — ^logx -1- costante, 


ondo 



Questa è la soluzione di un problema in Dinamica, che 
si può enunciare così. Trovare una curva, tale che il tempo 
della discesa per un arco della curva da un punto qualun- 
que al punto infimo sia sempre lo stesso. So s dinota l’ arco 
della curva misurato dal punto infimo, x l’ascissa orizzon- 
tale dell’estremità di s, allora abbiamo 


g = o{x) ed s = 2A,lx; 


sicché la curva è una cicloide (Art. 72). 


ESEMPII DIVERSI. 


1. Se la linea retta incontra tre spire successive 

di una spirale equiangola, la di cui equazione è r=a^, 
nei punti P^,P^,P^, trovare l’area racchiusa tra 
PfPi, PjP:ì, e le linee curve P,Pj, PìPì- 

Jitsullaio. (^3-P|)*' 

4 log, « ' ' 
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2. Trovare l’ area della curva — axy* + = 0. 


Risultato. 


Ita* 

■ 


3. Trovare l’area della curva x*** + j/*" = a* (ory)" in cui 
« è un intero positivo. 




Risultato. Se « è un numero pari se n è un 


numero discari 


. a-v. 


n 


4. Un filo la lunghezza del quale è eguale al perimetro di 

un’ovale è avvolto completamente intorno all’ovale, 
e si formi un’ involuta svolgendo il filo, a cominciare 
da un punto qualunque; mostrare che quando la lun- 
ghezza dell’involuta è un massimo o un minimo la 
lunghezza del filo è eguale alla circonferenza del cir- 
colo di curvatura nel punto dal quale incomincia lo 
svolgimento. 

5. Trovare la porzione del cilindro a-* -f y* — rx — 0 inter- 

cetta tra i piani 

ax -ir by -r cz — 0, ed a'x -f éj/ + w = 0. 

„ . , , , T.[a' -a) r* 

Risultato. — i — 5 — ■ — . 

oc 

f). Trovare il volume del solido limitato dal paraboloide 
y® -f 2 * = 4« [x a) e la sfera y* -f z* = c*, suppo- 
nendo c maggiore di a. 


Risultato. 
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CAPITOLO X. 


INTEGRALI ELLITTICI. 


222. Gl’integrali j -j -^ — 

/ -; , , si chiamano ellitti- 

(1 -f a sou* 0) y (1 - c* sen* OJ 

elle 0 integrali ellittici del primo, secondo, e terzo ordine 
rispettivamente; il primo è dinotato con /’(<;, 0), il secondo 
con E[c, 0), ed il terzo con FI (c, a, 0). Gl’integrali si suppon- 
gono presi tutti tra i limiti 0 e 0, sicché essi svaniscono 
con 6; 0 si chiama V amplitudine della funzione. La costante 
c è supposta minore dell’unità; essa si chiama il modulo 
della funzione. La costante a, che si trova nella funzione 
del terzo ordine, si chiama \\ parametro. Quando gl’ intc- 


grali sono presi tra i limiti 0 e ^ , essi si chiamano fun- 
zioni complete; cioè, V amplitudine di una funzione com- 
pleta è 


223. Il secondo integrale ellittico esprimo la lunghezza 
di una porzione dell’arco di un’ellisse misurato dall’estre- 
mità dell’asse minore, l’eccentricità dell’ellisse essendo il 
modulo della funzione. Da questa circostanza, e dal fatto 
che i tre integrali sono collegati per mezzo di rimarchevoli 
proprietà, è stato derivato il nome di integrali ellittici. 
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224 . Il soggetto àugi' integrali ellittici k inolio esie&o; da- 
remo semplicemente alcuni dei più semplici risultati, e ri- 
mandiamo lo studente per più estese investigazioni all’/»- 
tegral Calculus di Hymers, o agli scritti di Legendre, Ja- 
cobi ed Abel. 


225 . Se 0 e 9 sono legati dall’equazione 

/’(cr, O; + ?) = /'(c, |x), 

in cui jA è una costante; allora sarà 

cos 0 cos 9 — sen 0 sen 9 y' (1 — c* sen* ja) = cos ja. 

Si considerino 0 e 9 come funzioni di una nuova varia- 
bile t, e si differenzii l’equazione data; cosi 


1 


dfl 
-n + ■ 


1 


S = o 


(!)■ 


^ (1 — c* sen* 0) dt y/ (1 — c- sen* 9) di 

Ora siccome t è una nuova variabile arbitraria, siamo in 
libertà di prendere 

V(l-c*sen* 9), 


così dall’equazione (1) 


dt 


= — yj(\ —c- sen* 9). 


Si elevino a quadrato queste due equazioni e si differen- 
zii; cosi 

rf*9 ' </*a 

= — c* sen 0 cos 0 , — 1 — - c* sen 9 cos 9 ; 


onde 


rf* (0 4- 9) 
dt^ 


c- 


Sia 0 9 = (1 e 6 — 9 = y ; cosi 

d'-y 


d^ò . , 

i j = - c* sen 9 cos y , 

if V 


^ (sen 20 J sen 29 . 

— c* sen y cos 'J/. 


dt^ 


Inoltre 

2 . 


dò dy [ d0\* / d9\* , , 

dt dt \dt) \dt) ^ 


24 
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onde 


(U dt di dt 


onde 


Tt (’°« «) = S Jt ('“« *) = Jt ■■ì' ■ 


dt 
ondo 

quindi 


1 dò , 

log = log sen + costante , 


dt 


e similmente 
in cui .4 c .5 sono costanti. 
Quindi 


— = .4 sen X 
= £ sen 4» 


dt 

di 


( 2 ], 


Jseiix& = iiscn4.g, 


(3). 


ondo A cos 1 = B cos 4+C' 

Ora dalla data equazione originale vediamo che se 9 = 0 
F[c, ^) = F[c, li); 
onde allora 0 = |ji e /^ = 4 = y^> 

così da (3) (A — B)cosn=C; 

cosi A cos (0 — 9) = /? cos (0 + 9) + (yl — £} cos g ; 
qnindi 

(A — B) cos 0 cos 9 {A + B] sen 0 sen 9 = (.^t — B] cos ;ji . . . (4). 

dò 

In (2) si ponga per ~ il suo valore 
(1 1 

V(1 - c’'- seu=0j - ^/{l - c2 seu^ 9) , 
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c per ^ il SUO valore 
di 

^ (1 — e* sen* 0) + (1 — e* seu* ?) , 

e poi si supponga ? = 0 ; cosi 

V ( e* sen® [a) — 1 = yl sen g , 
e V(1 — e* sen*tJL) + \—B sen g. 


Si sostituiscano i valori di A — B ed A B in ( 4 ) ; 

cosi cos 0 cos 5 — sen 0 sen 9^/(1— e* sen* g) = cos g. 

226 . La relazione ora trovata si può mettere sotto una 
forma diversa. Si liberi l’equazione dai radicali; cosi 

(cos 0 cos 9 — cos g)® = (1 — c® sen® g) sen® 0 sen* 9 ; 

onde 

cos® 0 + cos* 9 + cos* jji — 2 cos 0 cos 9 cos pi 

— 1 — c® sen® p. sen* 0 sen* 9. 

Si aggiunga cos® 9 cos® p ai due lati c si trasponga ; cosi 
(cosO — cos 9 cos p)* 

= 1 — cos® 9 — cos® p + cos® 9 cos® p — c* sen® p sen* 0 sen® 9 
= sen® 9 sen* p (1 — «® sen* 0) ; 


quindi cos 0 = cos 9 cos p + sen 9 sen p ^ (1 — c* sen® 6). 

Si è preso il segno positivo del radicale , poiché quando 
0 = 0, dobbiamo avere 9 = p. 

227 . Mostreremo ora come una funzione ellittica del pri- 
mo ordine si può far dipendere da un’ altra con un modulo 
differente. 

1 

Dinoti F{CyV\ la funzione; si prenda 


fan 0 = 


sen 29 
0 h cos 29 
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onde 


INTEGRALI ELLITTICI. 
1 d<) 2(1 :-cuos2sl 


(•OS* 0 dz le r cos 29J'- ’ 
i/o 2 ( 1 - e cos 291 


quindi 

Kd l-c*sen*0=l- 


dtf 1 + 2c cos 2tj> + e* ’ 
e- scn* 2ip 


1 " 2 c cos 2? -r e* 

1 f 2<; cos 2^ + e- cos* 2? 


quindi 


I rfO f 2(1 

J Y^(l — o*scn*0) i 1 + x 


1 2(? cos 29 + e* 


2(1 i (5Cos29j [\ -2c cos 29 4- e*) 


dC 5 


1 + 2c cos 29 + e* 1 +ccos29 

2 /• <f 9 


1/9 


\'ili-2ccos25 i-c*) 1+c/ /( 4c ì 

./ V(‘-a+^‘'"’n 

Non si aggiunge costante , poiché 9 svanisco con 0 . Cosi 
2 

6 )==Y-— i?'(<:,,9), in cui 
■1 r e 


e 


i 

I 


4 e 

(1 + e}* 


e 


tauO — 


scn 29 
e + cos 29 * 


L’ultima relazione si può scrivere cosi; 

cseu& == sen (29 — 0). 

Possiamo notare che e, è maggiore di e, poiché 

e,* 4 

e* e (1 + C/* ’ 

e poiché e è minore dell’unità, 4 é maggiore di e (1 +C;*. 
Se 9 — - ^ , allora 0 =; r. ; cosi 
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228. Daremo ancora una proposizione su questo soggetto, 
con lo stabilire una relazione tra le funzioni ellittiche del 
secondo ordine, analoga a quella dimostrata nell’ Art. 225 
per le funzioni del primo ordino. 

Se cos 0 cos 9 - sen 0 sen ? y/ (1 — c* sen* p.) = cos p , 

allora sarà 

f F{c, < 5 >) ~ F [c, p) = c- sen 6 sen sen p. 

In virtù dell’equazione data 'che lega le amplitudini, 9 
è una funzione di 0 ; cosi possiamo supporre 

.E[c, 0)-f A'(c, 9) - ^(c, p) =/(6). 

t 

Si differenzii ; cosi 




y '(1 — c* sen* 0 ) + >/(l — c* sen*G) ~ 


cos 9 — cos 9 cos p , cos 9 — cos 0 cos p dfS 
sen 9 sen p ^ sen 6 sen p dh 

(per l’Art. 226) , 


d |sen* 0 f sen* 9 + 2 cos 0 cos 9 cos pi 

dò 


X, 


1 


2 sen 0 sen 9 senp‘ 

l 

Ma sen* 0 + sen* 9 -j- 2 cos 0 cos 9 cos p 

= 1 + cos* p -f c* sen* 0 sen* 9 sen* p j 


COSI 


, d (sen 0 sen 9 ) 
/' ( 0 ) = c* sen p -1 — Il . 


Quindi, con l’integrazione, 

^ f ( 0 ) = c* sen 0 sen 9 sen p. 

Non si aggiunge costante, poiché /(0) evidentemente sva- 
nisce con 0 . 
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ESEMPII DIVERSI. 


1. Trovare l’intero volume del solido limitato dalla super- 
ficie di cui l’ equazione è 


-I _ 


2axy 




' Risultato. supponendo il radicale ristretto al 
segno positivo. 

2. Trovare l’intero volume del solido limitato dalla super- 
ficie di cui l’equazione è 




Risultato. 




3. Dimostrare che il volume di quella porzione del solido 

limitato dalla superficie di cui l’ equazione è 

xH -\-ay^ — z [a^ — ;*) , 

che giace dalla parte positiva del piano delle xy c 
8ira“ 

4. Trovare il valore 


,.fdS . 


in cui dS dinota T elemento 

della superficie di una sfera, ed r la distanza di questo 
elemento da un punto fisso fuori della sfera; l’ inte- 
grazione essendo estesa su tutta la superficie della 
sfera. 

' Risultato. 1 / 

c{n-2) 1 (c - a)" ® {c + a)" * ) 

« è il raggio della sfera, e c la distanza del punto 
fisso dal centro della sfera. 

5. Un cilindro ò costruito sopra un solo cappio della curva 
r = «coswO avendo le suo generatrici perpendicolari 
al piano di questa curva; determinare l’area della 
porzione della superficie della sfera ;i- i >/- h 2 ’ = 


\ 
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intercettata dal cilindro; determinare ancora il volume 
del cilindro intercettato dalla sfera. 


Risultati. L’ arca = ^ ~ 0 ’ 

_ ^ /t; 2\ 

~ 3» \2 3/ 


il volume 


Trovare il volume del solido g'enerato dalla rotazione 
della parte chiusa della curva 

X* — 2axìj + y’ = 0 


intorno alla linea x + j/ = 0. 


Risultato. 


8 ^ 

3\,6 


7. Se gli assi di due cilindri circolari eguali di raggio a 
s’intersegano sotto un angolo p, il volume comune 

; e la superficie di ciascuno 


ad entrambi ò ^ — t 
3 senp 

intercettata dall’altro ò 


senp 


8. Il centro di un circolo variabile si muove lungo l’arco 
di un circolo fisso; il suo piano è normale al circolo 
fisso, ed il suo raggio eguale alla distanza del suo 
centro da un diametro fisso; trovare il volume gene- 
rato; e se il solido cosi formato gira intorno al dia- 
metro fisso, mostrare che il volume attraversato sta 
al volume del solido come 5 a 2. 


9. Il centro di un esagono regolare si muovo lungo un 

diametro di un circolo dato (raggio = a), il piano 
dell’esagono essendo perpendicolare a questo diame- 
tro e la sua grandezza variando in modo che una 
delle sue diagonali coincida sempre con una corda 
del circolo; mostrare che il volume del solido gene- 
rato è 2^3a’. Mostrare ancora che la superficie del 
solido è 

aV:2i: + 3^/3). 

10. Dimostrare che 


j’* dx 2 / k\ . 

J 0 y' [2a.r - .T-j y' (a- - x~) 3a \ ’ 2/ ’ 


CUI c 


I 

3' 
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CAPITOLO XI. 


CAMBIAME.NTO DELLE VARIABILI IN UN INTEGRALE 
MULTIPLO. 


229. Abbiamo veduto ncll Art. 62 che il doppio integrale 

fb 

cp {x,y) dx dy e eguale ad j j <f(x,ìj)dydx quando i li- 


b r? 


miti sono costanti, cioè, un cambiamento néìV ordine dell’in- 
tegrazione non produce alcun cambiamento nei limiti delle 
due integrazioni. Ma quando i limiti della prima integra- 
zione sono funzioni dell’altra varia'bile, questa proprietà non 
ha più luogo, come abbiamo veduto in diversi esempii nei 
capitoli settimo ed ottavo. Diamo qui per aggiunta alcuni 
pochi esempii. 


230. Cambiare l’ordine dell’integrazione in 



I limiti dell’ integrazione rispetto ad y sono qui t/ = 0 ed 
y— y'(a* - X*); cioè, possiamo considerare che l’integrale si 
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estenda dall’ asso dello x al contorno di un circolo, che ha 
il centro nell’origine, ed il raggio eguale ad a. Allora l’in- 
tegrazione rispetto ad x si estende dall’asse delle y all’e- 
stremo punto A del quadrante. Così se consideriamo z — ^ (x,y) 
come l’equazione di una superficie, il procedente doppio in- 
tegrale rappresenta il volume di quel solido che è contenuto 
tra la superficie, il piano delle (x,y), ed una linea che si 
muove perpendicolarmente a questo piano lungo il contorno 
OAPBO. 

È quindi chiaro dalla figura che se prima si esegue l’in- 
tegrazione rispetto ad a;, i limiti saranno a:— 0 ed x=nj 
c poi i limiti di y saranno y = 0 ed j/=a. Cosi l’ integrale 
trasformato è 




? 1 /) 'fy 


^1. Cambiare l’ordine dell’ integrazione in 


« /2o w 9 


JJ 


(r, 0) n/0 (/n 



Sia OA= 2 a, e si descriva un semicircolo sopra OA come 
diametro. Sia POX—^, allora OP= 2 a cos^. Cosi il doppio 
integrale si può considerare come il limite della somma dei 
valori di 9 (r,0)r AO Ar su tutta l’area del semicircolo. Quindi 
quando si cambia l’ordine dobbiamo integrare per 0 da 0 


sino a cos~‘ 


2 . 


e per »• da 0 a 2 a. 


2 .’» 
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Così r integrale trasformato è 

— 

/•in f ri‘t ' ja 

Il (? (»•, 0) r tir (ih. 

232. Cambiare Tordine dell’integrazione in 

|1« l'sn-J' 

4 « 



L’integrazione per y ò presa da y = — ad y=;3a-rr. L’c- 

a* 

quazione U — ^ appartiene ad una parabola OLD, ed y=3a-x 

ad una linea retta BLC, che passa per L, l’estremità del 
lato rotto della parabola. 


Così l’integrazione si può considerare come estesa sull’a- 
rea OLBSO. Ora si muti l’ordine dell’integrazione,* dovremo 
considerare separatamente gli spazii OLS e BLS. Per lo 
spazio OLS dobbiamo integrare da a: = 0 ad x =^2\J (ay), e 
poi da y = 0 ad y = a; e per lo spazio BLS dobbiamo in- 
tegrare da a: = 0 ad » = 3ff — y, o poi da y = fl ad y = 3a. 
Cosi l’integrale tra formato è 



c [:t y) tiy dx -f 



5 (.r, y) dij dx. 
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233. Cambiare l’ordine dell’ integrazione in 



“T (2-X) 
X 


9 (x, y) dx dy. 


Qui rintcgrazionc rispetto ad y è presa day = xsino ad 
j/=x(2 — ®). L’equazione y = x rappresenta una linea retta, 
ed y = X (2 — x) rappresenta una parabola. Il lettore troverà 
esaminando una figura, che l’ integrale trasformato è 


fi ^[x,y)dydx. 

J oj i_,'(i_y) 


234. Cambiare l’ordine dell’integrazione in 


IX 


(o’-x’) 


9 (j, y) dx dy. 


Qui l’integrazione rispetto ad y è presa da y—\][a^-x^) 
ad y = x-t-2x. L’equazione y = V(®*“^*) rappresenta un 
circolo, ed y = x + 2a rappresenta una linea retta. Il lettore 
troverà esaminando una figura, che quando si eseguo prima 
l’integrazione rispetto ad x, l’ integralo deve essere separato 
in tre porzioni j l’ integrale trasformato ò 

; / f/y + I 9 [X, y) dy dx 

J oJ »(a’_y’) J aj 0 

f3a fa 

+ I / ? (•'■> !/) 

j laJ y-ia 

235. Cambiare l’ordine dell’integrazione in 



9 (x, y) dx dy. 


Qui l’integrazione rispetto ad y è presa da y = 0 ad 

y = . L’equazione y = rappresenta un’ iperbole ; 

sia BDF questa iperbole, e sia OA=a. Allora rintcgrazionc 
si può considerare come estesa sullo sj)azio OBDA. Si muti 
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r ordine dell’ integrazione; dovremo allora considerare sepa- 
ratamente gli spazii OABC e CDB. Per Io spazio OADC 
dobbiamo integrare da .t = 0 ad r = a, e poi da y = 0 ad 

y ~ fjj fi ' spazio CDB dobbiamo integrare da 

ad — —, c poi da ad y = l. Cosi l’inte- 

y 0 + a 

graie trasformato è 

* :j/) 

fb-.u /rt l'i I y 

/ / ? (-f. y) <fu '/-^ + / I t? (•'■. y] (ly 'Ij:- 

■’ 0 J 0 J h ■> 0 

40 


236. Cambiare l’ordine dell’ integrazione in 


■•/i .T-ixr 

' I 9 (,r, y) dx dy, 

n.l Xx 


in cui A = ■: 

A -1- il 


. L’integrale trasformato ò 


- V c^v 

i’"* fX re r n~ 

/ / ? (•'■. y) dy dx ^ ? Lr, y] dy dx. 

•' 0 0 J XliJ 0 
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237. Cambiare l’ordine dell’ integrazione in 


0 j 0 


9 (.T, y, z) dx dy dz. 


Qui l’integrazione si può considerare essere estesa per una 
piramide, ed i piani che la limitano sono dati dalle equa- 
zioni 

z = 0, z = y, y = x, x — a. 


■ L’integrale si può trasformare in diversi modi, e cosi ot- 
teniamo 


o 

0 


0 


0 


arary 


yj 0 
a/*y l’a 


9 (a-, y, z] dy dx dz, 


j or» ra 

j J J 9 (ar, y, z) dy dz dx, 

fa a 

IJJ 9 !/. -1 dz dy dx, 

m: 9 (a", y, z) dx dz dy, 


a ra 


aj zj z 


9 [x, y, z] dz dx dy. 


Queste trasformazioni si possono verificare ponendo per 
(f{x,y,z) qualche funzione semplice, cosi che gl’integrali 
si possano attualmente ottenere; per esempio, se rimpiaz- 

ziamo <^[x,y,z) con l’unità troviamo come il valore di 

una qualunque delle sei forme. 


238. Questi esempi! illustreranno sufficientemente il sog- 
getto; non è possibile di dare delle regole semplici per sco- 
prire i limiti dell’integrale trasformato. Non è assolutamente 
necessario di tracciare delle figure come abbiamo fatto, poi- 
ché le figure non danno alcuna informazione che non si 
potesse ottenere riflettendo sui difierenti valori che le va- 
riabili debbono avere, per fare che l’ integrazione si estenda 
sullo spazio indicato dai dati limiti. Ma le figure aiutano 
materialmente per arrivare al risultato prontamente e cor- 
rettamente. 
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Procediamo ora al problema che è propriamente l’oggetto 
del presente capitolo, cioè, il cambiamento delle variabili in 
un integrale multiplo. Incominciamo dal caso di un inte- 
grale do 2 )pio. 

239. Il problema da risolvere è il seguente. Si voglia tra- 
sformare il doppio integrale JJ Vdx dy, in cui V è una fun- 
zione di X ed y, in un altro doppio integralo nel quale le 
variabili sono u e v, le antiche e le nuove variabili essendo 
legate dalle equazioni 

(j, y, u, v) = 0, (f, {x,y,u,v)^0 (1). 

Supponiamo che l’integrale primitivo debba prendersi tra 
limiti conosciuti di »/ ed x; siccome integriamo prima ri- 
spetto ad y, i limiti di y possono essere funzioni di x. Na- 
turalmente integrando rispetto ad y si riguarda x come 
costante. 

Trasformiamo prima l’integrale rispetto ad y in un in- 
tegrale rispetto a v. Ciò teoreticamente è molto semplice; 
dalle equazioni (1) si elimini u ed otteniamo y come una 
funzione di a; e ®, sia 


y = ò(x,v] (2), 

dalla quale si ha 

dy = ó' [x, v) dv. 


in cui t};' (x, v) dinota il coefficiente differenziale di 
rispetto a v. 

Si sostituiscano allora y e dy iu j F dy, ed otteniamo 
J F,<ii' (x, v) dv , in cui F, è ciocché diviene F quando po- 
niamo in F per y il suo valore. Quindi il doppio integrale 
primitivo diviene 


jj (x, v) dx dv. 

Cosi abbiamo eliminata ?/ e presa invece ». Siccome i va- 
lori limiti di y tra i quali dovevamo primitivamente inte- 
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graro sono conosciuti, potremo da (2) conoscere i valori li- 
miti di r, tra i quali dobbiamo integrare. Si osserverà, che 

nel trovare ^ da (2), si suppose x costante ; si fa così per- 
dv 

chò, come g-ià si ò osservato, quando integriamo l’espres- 
sione proposta rispetto ad y dobbiamo considerare x costante. 

Il passo seguente consiste nel cambiare V ordine delle pre 
dette integrazioni rispetto ad x e », cioè, eseguire prima 
rintegrazione rispetto ad x. Questo è un soggetto che ab- 
biamo già esaminato; non si deve far altro che determinare 
convenientemente i nuoti limiti. Così supponendo stabilito 
questo punto, abbiamo cambiata l’ espressione primitiva in 

• jj (j, »] dt dx. 

Rimane ad eliminare la x da questa espressione c rim- 
piazzarla con tt. Procediamo precisamente come sopra. Dalle 
equazioni (1) si elimini y, ed otteniamo x come una fun- 
zione di t ed 11 , sia 


x = x (», u] 


( 3 ), 


dalla quale si ha 


dx = y ' (», u) dii 

in cui '/' (», «) dinota il coefficiente differenziale di y (r, u) 
rispetto "ad «. 

Si sostitniscauo allora x e dx, ed il doppio integrale di- 
viene 

jJ F (>, v) y’ {t, u] dv du, , 

in cui V è ciocché diviene F, quando si pone in F, per 
X il suo valore. Così il doppio integrale contiene ora sola- 
mente « e », poiché per la x che si trova in t]/' (■'*’» ®) sup- 
poniamo sostituito il suo valore, cioè, y (», «). Inoltre poiché 
i limiti tra i quali si doveva prendere l’ integrazione rispetto 
ad X sono stati già stabiliti, conosciamo i limiti tra i quali 
deve prendersi l’integrazione rispetto ad k. 


Digitized by Google 



200 


CAMBIAMENTO DELLE VARIABILI 


Abbiamo dato così la completa soluzione teoretica del pro- 
blema; rimane solamente ad aggiungere un metodo 
per determinare ®) e x a q.ussto ora procediamo. 

Osserviamo che (!»' {.r, ®) ° ^ trovarsi dalle equa- 
zioni (1) eliminando «, considerando x costante; ciò che se- 
gue vale esattamente lo stesso; da (1) 

■ ^^1/ I -fl 

(ìy dv du (h dt ' 

d?2 fju _ Q 

dy dv du dv dv 


o- T . . du 
oi elimini — ; cosi 
dv 


Ù. + ^1. 'hi 'hi + 

dìj dv ^ dv _ di/ dv dv 
du du 

d<f, dtf^ d(ff dtfj 

onde ~Tu-~lhc"df 

dv diff drf, dtf, do^ 

du dy dy du 

Questo adunque è equivalente a ({('(t, r), supponendo che 
dopo eseguite le dilFercnziazioiii si pongano per p ed « i 
loro valori in termini di a: e i? da (1). 

Di nuovo, y’[v, u] o deve trovarsi dalle equazioni (1) 

eliminando y, riguardando v come costante; ciò che segue 
vale esattamente lo stesso; da (1) 

h± h . hL h 4. hi. _ 0 

dx du ^ dy du ^ du ' 

hi 'h + hL h + hi. 0. 

dx du dy du ^ du 
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Da queste equazioui eliminando ^ troviamo 


d(ft (ì<f^ dOf r/c, 

d.v _ du dìj dìj du 

du d^y d(pj ^9, dq:, ' 

dtj dx dx dy 

Questo adunque ò equivalente a y' (r, u'\. 


Cosi 


(a-, v) x' [v, «) = 


d^td^ 
dv (In 

dy dx 


d(ff r/Cj 

du dv 

^_?j ’ 

dr dy 


Quindi la conclusione «i è che 


ljvdxdy=fj 


d^ 
, dv du 


(!^ d^ 
dy dx 


d(f^ do, 

du dv 

5(9* 

dx dy 


dt (In 


(■*) > 


in cui dopo eseguite le differenziazioni, dobbiamo porre per 
X ed y i loro valori in termini di « c ® da trovarsi da (1); 
anche i valori di x o y debbono sostituirsi in V. 

Un importante caso particolare si ò quello in cui x ed y 
sono date esplicitamente come funzioni di « e le equa- 
zioni (1) prendono allora la forma 


^ -/i («5 ®) = 0. 


V - A («. ^ (•'»' 


Qui 


dx dy ’ dx ’ 


(l^ 

dy 


o l’integrale trasformato diviene 



fJA 
du dv 


dv du) 


dv du , 


in cui dobbiamo sostituire in V per x ed y i loro valori 
da (51. 

2. 2(5 


1 
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Cosi possiamo scrivere 




dx dy\ 
dv du) 


dv du . . . (6). 


Le formole in (4) e (61 sono quelle che si danno ordina- 
riamente; esse contendono una soluzione semplice del pro- 
blema proposto in quei casi in cui i limiti delle nuove in- 
tegrazioni sono manifesti. Ma in alcuni esempii la difficoltà 
di determinare i limiti delle nuove integrazioni sarà molto 
grande, e per assicurare un risultato corretto sarà necessa- 
rio invece di usare queste formole, di procedere precisamente 
nel modo indicato nella teoria, togliendo una per volta cia- 
scuna delle antiche variabili. 


240. Ciò che segue è un esempio. 

fa fb 

Si voglia trasformare j J Vdxdij, essendo dato 


(/ + X = V, 

Dalle equazioni date abbiamo 


y — UT. 



a? = « (1 — v), 

li 

cosi 

dx , dx 

— -\-v, —z=-n, 

du dv 

du ’ 

onde 

dx dy dx dy 

T~r~T -T -w [1 — V, 
du dv dv du 

\ + UV=‘ 


dy 

dv 


Quindi dall’equazione (6, dell’Art. 239, abbiamo 
J 1 Vdx dy — jj Vii dv du ; 

ma non abbiamo determinato i limiti delle integrazioni ri- 
spetto ad « e «, sicché il risultato è di poco valore. Risol- 
veremo ora questo esempio seguendo i passi indicati nella 
teoria data precedentemente. 
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Dalle date equazioni che legano le antiche e le nuove va- 
riabili eliminiamo «; cosi abbiamo 

vjo , (ly X 

y = 1 > onde rr ; 

1 — V dv (!-»)* 

ai limiti y = 0 ed »/ = J , corrispondono rispettivamente v = 0 

c ® ; così 

l) + x’ 

b- 

ro r* rSTx 

J J Vdxdy=j j F, X (l - dx dv. 

Dobbiamo ora cambiare V ordine dell’ integrazione in 


b 


V^ X (1 — dx dv. 


0 *' 0 


Questa quistione è stata risoluta nell’ Art. 235; quindi ot- . 
teniamo 

b 

fa fb ra 

J ^ Vdxdy=:j j J\x{ì-v] ^dxdv- 

b . b (l-f) 

=/* **/ V,x (1 — p}~* dv dx +j V,x (1 — p}~* dv dx. 


Dobbiamo ora cambiare x per « dove 

x = i((l — v) , — = 1 - V ; 

' ' du 

cosi otteniamo 

rm fr=v ^ ^ n rv ^ 

j 0 •' 0 ■' -A-' 0 

fltO 


poiché ai limiti 0 ed a por x corrispondono rispettivamente 
a j • 1- n ^ (1 - ®) 

r\av 4/ on ai li miri II A 

1 —V 

dono rispettivamente 0 e - per u. 


0 ed ~ — per u, ed ai limiti 0 e " — per x corrispon- 


V 
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cambiamento delle TABIABILl 


He a — b l’integTale trasformato diviene 


a 

l ' u ilv <Ui + 1 I V a dv du> 
i 

Se a è infinito , qaesti due termini si rinniscono nella 
sola espressione 



io/o ^ 

241. Secondo Esempio. Si voglia trasformare 

•e 

I / Vdxdy, 

J oj 0 


essendo dato y + x — ti,y — uv. 


Si esegua l’intera operazione come sopra; sicché poniamo 

_ VX dy _ X 
^ ~ 1 — 0 ^ dv~ {1 —v)^' 

Quando i/ = 0 abbiamo r = 0, e quando y=zc — x abbiamo 

C £17 

« = . Così l’integrale si trasforma in 


I I r, X (1 — v) * dx dv. 
•' 0-^ 0 


Si muti ora l’ordine deH’integrazionc; cosi otteniamo 



(!-») 


V,x (1 - ») * dv dx. 


Ora 81 ponga x = «(l — ®) c = 1 — p; i limiti di u sa- 
ranno 0 e c. Quindi abbiamo finalmente per l’integrale tras- 
formalo 

I f V « dv du. 
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242. Terzo Esempio. Trasformare jj Fdx dy iu un dop- 
pio integrale con le variabili r e 0, supponendo 

x = r cos 0 , y — r sen 0. 

Possiamo porre 0 per p ed r per u nello formolo gene- 
rali; così 


dx dy 
du dv 


dx dy , . , . 

= r cos* 0 + r sen* 0 = r ; 

dv du 


c r integrale trasformato è 


// 


V rdd dr. 


Questa è una trasformazione con la quale lo studente pro- 
babilmente è già familiare; i limiti naturalmente si deb- 
l)ono prendere iu modo che ogni elemento che entra nell’in- 
tegrale primitivo si trovi anche nell’ integrale trasformato. 

Si può notare un caso particolare di questo esempio. Sup- 
poniamo che l’integrale sia 



{ax -h òy) dx dy ; 


con la presente trasformazione questo diviene 



\kr cos (0 — o) j rdf) dr. 


in cui A cosa = a e ksena = b. Ora si ponga 0 — a = 0', 
sicché l’integrale diventa 



cos &') rd^' dr ; 


allora si supponga rco&H' — x' ed rsenO' = i/' c l’integralo 
si può cambiare di nuovo iu 


'f[ ? 


Digitìzed by Google 



206 


CAMBIAMENTO DELLE VARIABILI 


Così togliendo gli accenti possiamo scrivere 

Jj <f [ax + ly) dxdy=jj ^ (lix) dx dy , 

in cui k— + I limiti saranno generalmente diversi 
nei due integrali; quelli a dritta debbono essere determi- 
nati con un esame sj^ciale, corrispondenti ai dati limiti a 
sinistra. 


243. Quarto Esempio. Trasformare 
dato 

x — au -f hv, y = bu -j- av. 


-ff 

V J oj 0 


V dx dy, essendo 


a> b. 


Si elimini n, cosi ay — Ja:=; (a® — e la prima trasfor- 
mazione dà 


a* - r 


i:r 


bx 

a’-b^ 


V, dx dv , 


in cui F, ò ciò che diviene F quando si pone — + ^ ® 

per y. In seguito si muti l’ordine dell’integrazione; ciò dà 


a® - */■' 

^ J o J (a+b)v 


V do dx + t-Èir V, 

a J Ix" } a^-b‘ * 

" a’-b^ b ® 


dv dx. 


Dobbiamo ora passare da x ad u per mezzo dell’equa- 

dee 

zione x — au r bv, che dà ^ = a ; i limiti di u corrispon- 
denti ai limiti conosciuti di x si determinano facilmente. 

Cosi abbiamo finalmente per l’integrale trasformato 

c c-bv c-bv 

(a® - J®) I “ V dv du -f (a® - J®) j V' dv du. 

® ” ~ o’- 6 > ~ T 

L’esattezza della trasformazione si può verificare suppo- 
nendo che V sia qualche funzione semplice di x ed y; per 
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esempio, se V è l’unità, il valore dell’ integrale primitivo 
come del trasformato è . 


244. Quinto Esem'pio. L’area di una superficie è data dal- 
l’integrale 

ffdxdy^[l + (0+ (D’j (Art. nO); 

si voglia trasformarlo in un integrale rispetto a 0 e 9, es- 
sendo dato 


^ z = r cos 0, x = r sen 0 cos 9, y — r scn 0 sen 9. 


Dall’equazione nota della superficie z è data in termini 
di X ed y; quindi sostituendo abbiamo un’equazione che dà 
r in termini di 0 e 9. 

Troveremo prima la trasformazione per dx dy i 


dx dr , . 

z= — scn 0 cos g ~ r cos G cos o , 
dd d<J ^ 


dx dr ,, 

— — — sen 0 cos 9 
ds dg 


— r sen 0 sen 9, 


(Jy 

drj 


dr , 

= — scn 0 sen o 
di) 


r cos G sen 




dy dr . 

—-r- sen G scn g + r sen 0 cos 9. 
dg dg ^ ^ 


Quindi 


. dx dy dx dy 




dr 


= r scn G ( r cos G + -57 sen 0 
m 


d() dg dg di) 
cosi dx dy sarà rimpiazzato da 

r scn G cos 0 -f ^ sen 6^ dg di). 

Dobbiamo in seguito trasformare 
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(iz dz dx ^ 

dh ~ dx d) ^ dij ufi ’ 

dz dz dx ^ ^ dy 
d-^ ~ dx ' dy 

dz dr , ti' 

— = — - cos 0 — r sen f) , 
dO (IO 

dz dr . 

- cos 0. 

«? do 


Cosi — è una frazione di cui il numeratore è 
dx 

dz dy dz dy 
dO d(^ do dO ' 

cioè, 0 — r SCI! ® ? 1 >* sen 0 cos 

— — cosO (% scu 0 SCI! 5 4- r cos 0 sen (p ) , 
rfp \d 0 ' 


cioè, 

ed il denominatore è 


— r sen c h r sen 0 cos 0 cos ’ 9 -r, — son* 0 cos c, 

• «9 (IO 


dx dy dx dy 
(IO d^ df (io ’ 

di cui il valore fu trovato sopra; cosi 

. . dr dr , , . 

r sen 0 cos 0 cos c — r sen c -5 — r- sen* 0 cos 9 
dz _ ‘ dO «? 

^ ~ / A A 

r sen 0 ( r cos 0 4 - scu 0 ) 

Similmente 


dz 

'^1 


r cos p — + r sen 0 cos 0 sen 9 ^ — r® sen* 0 sen 9 
^ t/9 dO 

rsenO freosO • senO^^ 

\ (IO ) 
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ondo 

1 + 




r* scn 




* */ 
- 7 - ) +r*sen*0 

rlif/ 


\d0j 


f/j.\ 2 

»•* seii* 0 I r cos 0 f sen 0 -- ) 

a')/ 




c finalmente l’integrale trasformato è 


|j y/j ?•* scn» 0 + (^) + scn» 0 j r dO. 


245. Non \i sarà difficoltà ora nella trasformazione di un 
integrale triplo. Supponiamo che V sia una funzione di x,y,3, 

c che Jjj V dx dy dz debba trasformarsi in un integrale tri- 
plo rispetto a tre nuove variabili «, v, w, che sono legate ad 
x,y,z da tre equazioni. Dall’ investigazione dell’ Art. 239, 
possiamo prevedere che il risultato prenderà la sua forma 
più semplice quando le antiche variabili sono date esplici- 
tamente in termini delle nuove. Supponiamo adunque 

X =/, {«, V, w), y -fi {u, V, w), z =/s («, V, w) . . . (1). 

Trasformiamo prima l’integrale rispetto a ^ in un inte- 
grale rispetto a w. Durante l’ integrazione per z riguardia- 
mo X dà. y come costanti; teoreticamente allora dovremmo 
da (1) esprimere z come una funzione di x, y, e ic, elimi- 
nando u, e v; dovremmo poi trovare il coefficiente differen- 
ziale di z rispetto a jp riguardando x ed y come costanti. 
Ma possiamo ottenere il risultato richiesto differenziando le 
equazioni (1) come esse sono, cosi 


dA 

du 

+ 

dA 

dv 

dA 

- 0, 

du 

dìD 

dv 

dw ^ 

dw 


dA 

du 


dA 

dv 

dA 

— 0 

dit 

dw 


dv 

dw ^ 

dw 


dA 

du 


dA 

dv 

dA 

dz 

dtt 

dw 


dv 

dw * 

dw 

~~ dw 


2. 27 
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8i 


blìiiiiiiino 


(ÌU (ìv 

(ìw dw ’ 


cosi troviamo 


dz £ 

r/w ~ df^^_ !!A i'A ' 

du dv du dv 


in cui 

'^2 _ !!/'L ^ ] 'l/.'.i}!/- 

~~lw\dH dv du dv J ' dw\du dv du dv } 

+ Mi- (Mi- Mi. _ M. M-i\ . 

^ dìv V du dv du dv ) 


(^iuindi 


rintcj3:ralc 


/// 


r, 


si trasforma in 

N 


Mi. 

du 


Ml 

dv 


MlMl 

du dv 


• dx dtj dw. 


in cui V^ dinota ciò che diviene V quando si sostituisco 
per z il suo valore in termini di .t, y e w. Dobbiamo inoltre 
determinare i limiti di w dai dati limiti di z. In sefjuito 
dobbiamo cambiare l’ordine dell’ integrazione per y e w, c 
quindi procedere come sopra a togliere y ed introdurre v. 
Allora dovremmo di nuovo cambiare l’ordine dell’integra- 
zione per »<> ed a; e poi por v ed x, o finalmente togliere x 
ed introdurre «. E negli esempli gioverà procedere passo a 
passo, per ottenere i limiti dell’ integralo trasformato. 

Nondimeno possiamo pervenire più semplicemente alla for- 
mola finale nel seguente modo. Si trasformi l’ integralo ri- 
spetto a 2 in un integrale rispetto a w come sopra; indi si 
muti duo volte l’ordino dell’ integrazione, sicché abbiamo 

ff f F, .. dir dx dy. 

JJ J df^ Mi. ^^-^2 ^ fi 

du dv du dv 


Ora dobbiamo trasformare il doppio integrale rispetto ad 
£C ed y in un doppio integrale rispetto ad o p per mezzo 
dello prime duo dello equazioni (1). Quindi conosciamo per 
l’Art. 239 che il simbolo dxdy sarà rimpiazzato da 


MlML-M 

du dv du 
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e l’integrale lìnalmcuto si trasforma in 

V N (bv dv dn, 


III 


in cui V' c ciò clic diviene F quando per i/ e z, si so- 
stituiscono i loro valori in termini di p, e 


Lo studente non avrà ora alcuna difficoltà nell’ investigare 
il caso più complicato, in cui le antiche e le nuovo varia 
bili sono legate da equazioni della forma 

(ar, y, z, «, p, ?p) = 0 j 

(x, y, z, u, V, w) = 0 > ( 2 ). 

(x, tj, z, tt, V, 1PÌ-0J 


Qui si troverà che 


^ _ iV, dy _N^ dx _ A ’~3 
dw ~ Z>, ’ dv~~ D^’ dii ~ Dj ’ 


inoltre che 


Cosi 


N^=zD,, ed aVs = 2>j. 

fìì ^ ~ /// 


CUI 


' dìD \ du dv du dv / dio \ du dv du dv ) 

^ d9, \ ^ 

c \ dr </w (/p / ’ 


4- 


f/ic 


e — Z >3 ò eguale ad una simile espressione con x,y, z invece 
di u, Vi IO rispettivamente. 

Può accadere che le equazioni (2) impongano qualche re- 
strizione intorno al modo nel quale le trasformazioni deb- 
bono essere effettuate. Por esempio supponiamo che si abbia 

x + y + z — u = 0, X + y — uv = 0, y — uvio — 0. 


Da queste equazioni non possiamo esprimere z in termini 
di IO ed X ed 2 /, e quindi non possiamo incominciare dal 
trasformare da z a w. Possiamo però incominciare dal tra- 
sformare da z ad 0 da z a 0 pure possiamo incomin- 
ciare dal trasformare da x y ad ?< o p o te. 


i 
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246. Può essere instruttivo di illustrare queste trasforma- 
zioni geometricamente. Incominciamo comi’ integrale doppio. 



Sia jj V dx dy un integrale doppio, che si debba pren 

derc per tutti i valori di r ed )/ compresi dentro il contorno 
ABCD. Supponiamo le variabili x ed y legate alle due nuove 


variabili u c v dalle equazioni 

a--/, (w,p), y-J'i[n,T] (1). 

Da queste equazioni siano trovate « e r in termini di x 
ed y, sicché possiamo scrivere 

u=F,{x,y), t-B\[x,y) (2). 


Ora attribuendo un valore costante qualunque ad « la 
prima delle equazioni (2) si può considerare come rappre- 
sentante una curva, c dando successivamente diversi valori 
costanti ad m, abbiamo una serie di tali curvo. Sia adun- 
que APQC una curva, in ogni punto della quale F,{x,y) 
ha un certo valore costante k; e sia A'SFC' una curva, in 
ogni punto della quale F^ Ix, y) ha un certo valore costante 
n+òu. Similmente sia BPSD una curva, in ogni punto 
della quale F.,ìt,ij) ha un certo valore costante r; o sia 
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B'QRD' una curva, in ogni punto della quale F^{x,y) ha 
un certo valore costante v + S®. Dinotino ora x, y le coor- 
dinate di P; procederemo ad esprimere le coordinate di 
Q, S, ed Ji. 

Le coordinate di Q si trovano da quello di P, cambiando 
V in V I- 5v; quindi da (1) esse sono ultimamente, quando 
Sp ò indefinitamente piccolo, 


dx g. , dy ^ 
a; + 5 p, cd w -f -- ov. 

dv dv 


Similmente le coordinate di S si trovano da quelle di P 
cambiando w in m + quindi da (1) esse sono ultimamente 

dx , , dy ^ 

a: + -7- 5m, od w + -7^ Sw. 
du du 


Le coordinate di R si trovano da quello di P cambiando 
insieme u in u + Su c v in v + Sv, quindi da (1) esse sono 
ultimamente 


dx ^ dx ^ , dy ^ dy „ 

X + -r ou \ ~r ov, cd y + ow + - 5 ^ Sv. 
du dv du dv 


Questi risultati mostrano che P, Q, R, S sono ultimamente 
situati ai vertici di un parallelogrammo. L’area di questo 
parallelogrammo si può prendere senza errore nel limite per 
l’ arca della figura curvilinea PQRS. L’ espressione per l’area 
del triangolo PQR in termini delle coordinate dei suoi vor- 
tici ò conosciuta (dalla Geometria analitica), e l’area del pa- 
rallelogrammo ò il doppio di quella del triangolo. Quindi 
abbiamo ultimamente per l’area di PQRS l’espressione 


( dx dì! dx dy\ , , 

Cosi ò chiaro che l’ integrale jj Vdx dy si può rimpiaz- 

±// 


zare con 
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r ambiguità del segno sparirà in un esempio nel quale si 
conoscano i limiti dell’ iutegrazionc. Nel trovare il valore 
deir integrale trasformato, possiamo supporre che s’integri 
prima rispetto a v, sicché u sia tenuta costante; ciò equi- 
vale a prendere tutti gli clementi come PQJiS, che formano 
una striscia come Allora l’ integrazione rispetto ad 

Il equivale a prendere tutte le strisce come AA'C'C che sono 
contenute dentro al contorno assegnato ABCD. 

247. Procediamo ad illustrare geomctricaracnto la trasfor- 
mazione di un integrale triplo. 



Sia JU Vdxdydz un integralo triplo, che debba essere 

preso per tutt’ i valori di ar, y, e z compresi tra limiti as- 
segnati. Supponiamo lo variabili x,y,cz legate con tre nuove 
variabili ii, v, w dalle equazioni 


X [u, V, io), y =/j (m, ®, w), z=fi {il, V, w) (1). 

Da queste equazioni siano trovato ii,v,cw in termini di 
X, y, c z, sicché possiamo scrivere 

u = F,{x,y,z\ v = Fi{^t,y,z) u' = F,{x,y,z) (2). 
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Ora attrilmendo un valore costante qualunque ad m, la 
prima delle equazioni (2) si può considerare come rappre- 
sentante una superficie, e dando successivamente diversi 
valori costanti ad u abbiamo una serie di superficie. Sup- 
poniamo esservi una superficie in op-ni punto della quale 
F^ (ar, y, z) abbia il valore costante «, e siano i quattro punti 
su questa superficie; inoltre supponiamo esservi 
una superficie in ogni punto della quale [x, i/, z] .abbia 
il valore costante e siano i quattro punti A,F,G,E 

in questa superficie. Similmente si suppongano P, A, F, C 
sulla superficie in ogni punto della quale F,{x.,y,z) ha il 
valore costante r, e B,‘D, G, F sulla superficie in ogni punto 
della quale [x, y, z) ha il valore costante ® -|- Sv. Final- 
mente si suppongano P, A, F, B sulla superficie in ogni 
punto della quale F^(.r,y,z) ha il valore costante w, e C,D,G,E 
sulla superficie in ogni punto della quale F^ [x, y, z) ha il 
valore costante io -|- ow. 


Dinotino ora .t, y, z le coordinate di P] procederemo ad 
esprimere le coordinate degli altri punti. Le coordinate di 
A si trovano da quello di P cambiando u in « -f- Su; quindi 
da (1) esse sono ultimamente quando Su è indefinitamente 
piccolo, 

dx ^ dy ^ dz ^ 

x-\-~r ou, y +-f o«, z + ~ ow. 

du du du 

Le coordinate di B si trovano da quelle di P cambiando 
V in v->rSv; quindi da (1) esse sono ultimamente 

dx ^ dy ^ dz ^ 


Similmente le coordinate di C sono ultimamente 


dx ^ dy ^ dz ^ 

X -f — 010, y + -r~ ^ +T~ 

dio dio dio 


Le coordinato di B si trovano da quelle di Scambiando 
r in D-t-Sr, e IO in io -f Sto; quindi da (1) esse sono ultima- 
mente 


dx 

dv 


dx ^ 




dv 


dio 


dz ^ dz ^ 

dv dio 


Similmente si possono trovare le coordinate di E, F o G. 
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Questi risultati mostrano che P, A, B, C, D, E, P, G sono 
ultimamente situati ai vertici di un parallelepipedo; ed il 
volume di questo parallelepipedo si può prendere senza er- 
rore nel limite per il volume del solido limitato dalle sei 
superficie di cui abbiamo parlato. Ora per un noto teorema 
il volume di un tetraedro si può esprimere in termini delle 
coordinate dei suoi vertici, ed il volume del parallelepipedo 
PG è sei volte quello del tetraedro ABPC. Quindi abbiamo 
finalmente per il volume del parallelepipedo 


± 


àx / dy dz 
, du \dv dw 


dy ^ dy /dz dx ^ dz dx\ 
dio dvj du \dv dio dio dv) 


+ 


dz 

du 


f dx d y 
\dv dio 


dx dy 
dio du. 


j Sm òv Sto = + NSuSv Sio poniamo. 


Quindi il triplo integrale si trasforma in 
-J; jjj V'A^du dv dio ; 

l’ambiguità nel sogno sparirà in un esempio in cui si co- 
noscano i limiti dell’ integrazione. 

248. Abbiamo dato ora la teoria della trasformazione degl’in- 
tegrali doppi! e tripli; il punto essenziale nella nostra in- 
vestigazione si ò, che abbiamo mostrato come togliere le an- 
tiche variabili c rimpiazzarlo con le nuove variabili una alla 
tolta. Raccomandiamo allo studente di porre attenzione su 
questo punto, poiché crediamo che in tal modo la teoria del 
soggetto è rosa chiara e semplice, e nello stesso tempo si 
possono più facilmente determinare i limiti dell’integrale 
trasformato. Non riguardiamo essenziali lo illustrazioni geo- 
metriche nei due articoli precedenti; esse richiedono molto 
maggioro sviluppo prima che si possano accettare come ri- 
gorose dimostrazioni. 

249. Prima di lasciare l’argomento indicheremo breve- 
mente il metodo che prima si adoperava jier risolvere il 
problema. Non abbiamo messo innanzi questo metodo a pre- 
ferenza, in parte perchè non dà alcun mezzo per detcrmi- 
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Ilare i nuovi limiti, ed in parte per la sua oscurità; que- 
st’ultimo difetto è stato spesso notato dapali scrittori sul- 
r oggetto. 

Supponiamo che Jj V dxdy debba trasformarsi in un in- 
tegrale rispetto a due nuove variabili « o t» di cui lo antiche 
variabili sono note funzioni. 

Siano sottoposte le variabili a cangiamenti infinitesimi: 
così 

, d.r , dx , ,,, 

dx = — du + ~ dv 1) , 

du dv ' ' 

dy du + ^ dv .'(2). 

du dv • ' 

Ora neiresprcssione primitiva Vdxdy nel formare dx sup- 
poniamo y costante, cioò, dy = 0; quindi (2] diviene 

0 = (3), 

du dv ' 

si trovi da questa dv e si sostituisca in (1); così 

dx dy dx dy 

, dudv dv du , 

dx — ; du (4 . 

dv 

Inoltre, nel formare dy in Vdxdy supponiamo .t costante, 
cioè, dx = 0 ; quindi per (4) dobbiamo supporre du — 0; cosi 
da (2) 

= f * » 

Da (4) e (5) 

, , /dxdy dt dy\ . , 

dxdy = \-y- -1 ] du dv; 

\du dv dv du) 

✓ 

ed jj Vdxdy diviene 

2. 28 
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Rispetto ai limiti dell’ integrazione possiamo dare sola- 
mente la regola generale, che i nuovi limiti debbono essere 
presi in modo da includere ogni elemento die era incluso 
dai limiti antichi. 


250. Similmente nel trasformare un integrale triplo 



si procedeva come segue. Siano lo nuove variabili u,v,w; 
nel formare dz dobbiamo supporre a; ed ?/ costanti ; cosi 
abbiamo 


, clz , dz , dz , 
dz = — dv, + -j- dv — dio, 
du dv dio 


- dx , dx , dx , 

0 = -j-du + -j-dv dio , 
du dv dio 


cosi 


0 = ^Ji-du + ^ dv + ^ dw, 
du dv dio 


Ndw 

dx dy dx dy 
du dv dv du 


( 1 ). 


in cui N ha lo stesso valore come neU’Art. 247. 


In seguito formando dy dobbiamo riguardare x c z come 
costanti; quindi da (1) dobbiamo riguardare tu come costante; 
cosi abbiamo 


dy — ^ du + ~ dv , 
du dv 


onde 


dy 


„ dx , dx , 

0 -r- ; 

du dv 


/ dy dx dy dx\ 
Vrfe du dudv) ^ 
dx 
du 


( 2 ). 
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E finalmente nel formare dx supponiamo y q z costanti, 
cioè, per (1) e (2j supponiamo w c v costanti; così 


dx — ^ du 
du 


(3). 


Da (1),' (2), c (3j 


dx dy dz = Ndudv dic^ 

251. Lo studente che desidera studiare la storia di questo 
soggetto può trarre partito dalle opere seguenti. Lacroix , 
Calcul Diff. et Integrai, Voi. ii, p. 205; ancora lo indica- 
zioni delle più antiche autorità si troveranno nella pagina xi, 
della tavola annessa a questo volume. De Morgan , Diff. and 
Integrai Calculus, p. 392. Moigno, Calcul Diff. et Intégral, 
Voi. II. p. 214; Òstrogradsky , Mémoires de l’Académie de 
St Pétersbourg, Sixième Sèrie, 1838, p. 401. Catalan, Mé- 
moires Couronnés yar VAcadémie...de Bruxelles, Voi. xiv. p. 1. 
Boole, Cambridge Mathematical Journal, Voi. iv. p. 20. Cau- 
chy , Exercices d’Analyse et de Physiqtie Mathématique , 
Voi. IV. p. 128. Svanberg , Nova Acla Regiae Societatis 
Scientiarum Upsaliensis, Voi. xiii. 1847, p. 1. De Morgan, 
Transactions of thè Cambridge Pini. Society, Voi. ix. p. [133]. 


ESEMPII. 


1 . Mostrare che so x = « sen 0 sen 9 ed i/ = i cos 0 sen 9, l’in- 

tcgrale doppio JJdxdy si trasforma in 

±jjab sen 9 COS9 d9d0. 

2. Se x = a sena -1- ?? cosa ed 1/ = «cosa — r sena, dimo- 

strare che 




dudv 
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3. Dimostrare che 


j j ^ a ■ + J< j») i;. rfj, ^ i , (I) ix. 

4. Trasformare jj Vdxdij, in cui y — xu ed x~ 

Se i limiti di y sono 0 ed a? ed i limiti di x sono 
0 ed a, trovare i limiti deH’integrale trasformato. 


Risultato 


■fi 


■a (H «) 


V'v (1 + «) * dudv. 


5. Trasformare jj e «fa'cfy da coordinate ret- 

tangolari a polari, e quindi mostrare che se i limiti 
si di X che di y sono zero e Tinfinito, il valore del- 

r integrale sarà ^ 


2sena ’ 


6. Trasformare 


c rb 


oj 0 


cp [x, y) dx dy in coordinate polari, ed 


indicare i limiti per ciascun ordine nell’ integralo 
trasformato. 


Mostrare che 
“ dxdy 


II 


(c* -f X* -f y*)* 


: = - tan" 


aò 


C V {«* + + C*) 


7. Applicare la trasformazione da coordinate rettangolari a 
polari negl’integrali doppii a mostrare che 


i:t 


a dxdy 


2t: 


-I- y- f (x® 4- y* -f a‘ 




8. Trasformare l’integrale doppio ljf{x,y)dxdy in uno nel 
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quale >• c 0 siano le variabili indipendenti, essendo 
dato 

a? = r cos 0 + d sen 0, y = r sen 0 + a cosO. 

Risultato. 

f[/(r cosO + ascnO, rsonO + acosO) (« sen 20 — r) dO dr. 

9 . Trasformare da: dy in un integrale doppio in 

V 

cui rei sono le variabili indipendenti essendo - = < 

X 

cd »•' = x- + y^; c se i limiti di a; ed y siano per cia- 
scuna 0 ed 00 , trovare i limiti ù.\ r g t. 

r dr dt 


Risultato 






10 . Se a: ed y sono date come funzioni di r e 0 , trasfor- 


mare l’integralo JJj dx dy dz in un altro in coi le 

variabili sono r, 6 e e sea: = rcosO edy = rsenO, 
trovare il volume racchiuso dalle quattro superficie 
di cui le equazioni sono r=a, z — 0, 6=:0, e z=mr cosd. 


Risultato. Il volume 


=/f" 


mcosOdOdr = 


ma‘‘ 

" 3 “' 


11 . Se 0LX = yz, ^y = zx, -^z — xy, mostrare che 
fff/{a,?,t]dad^di[ = 4:lllf(^, ^^^dxdydz. 

12 . Trasformare jjjj F dx, dxj dj dx^ in r, 0 , 9 e tp essendo 

Xf=r sen 6 cos 9, .T3 = r cos 0 cos <!;, 

Xj = r sen 0 sen 9, x^ = r cos 0 sen (j;* 

Risultato. Ijlj V sen 0 cos 0 dr dO d(f d^. 
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13 . Trovare l’ area elementare racchiusa tra le curve 

<p [x, y) — u, (}/ {x, y) = v, c le curve che si ottengono 
dando ai parametri w e ® incrementi indefinitamente 
piccoli. 

Trovare l’area racchiusa tra una parabola o lo tan- 
genti nelle estremità del lato retto dividendo l’area 
con una serie di parabole che toccano queste tan- 
genti c con una serie di rette condotte per T interse- 
zione delle tangenti. 

14 . Trasformare l’ integralo triplo /(a:, j/, r) tix tZi/ in 

uno nel quale le variabili indipendenti sono r, y, z, 
essendo dato (J* {x, y, -, r) = 0 ; e cambiare le variabili 
nel suddetto integrale da x, y, z ad r, 0, 9, essendo dato 


(ir, y, z, r) = 0, {y, z, r, 0) = 0, (z, r, 0, 9) = 0. 


Risultato. — 



fli/ dif^ rfòj 
dr r/0 ^9 
dò, 

dx dy dz 


/, [r, 0, 9) dr db d^. 


15 . Trasformare l’integrale doppio 


in cui x,y,z sono legate dall’equazione a:*-l-y*-|--*=l, 
in un integrale in termini di 0 c 9, avendo queste 
relazioni, 

a5 = sen9 ^(1 — »»*sen*0), i/ = cos0cos9, 
z = sen 0 ^ (1 - »* sen* 9), «»*-}- «* = 1. 

Quindi dimostrare che 


jr 7C 



w* cos* 0 + «* cos* 9 
,/(! — sen* 0) ^(1 — sen* 


9) 


db df 


r, 

2 ’ 
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16. Trasformare l’integrale JJj iìxdyds in r, 0, o, essendo 


x — r sen 9 (1 — n- cos^ 0), y — T cos 9 sen 0, 

z = r cos 0 (cos® 9 + ft* sen* 9), 

/ 

/V* j(w* — 1) cos* 9 — M* sen* 0| dr d<ì do 


Risultato 




^ (1 — «* cos* 0) »J (cos* 9 + w* sen* 9) 

17. Trasformare l’espressione j j ~ sen d dO dnf per un vo- 

lume, in coordinate rettangolari. 

Risultato. {z — jpx — qy] dx dy; questo dovrebbe in- 
terpetrarsi geometricamente. 

18. Se X + y + z = u, x + y = uv, y — uvtc, dimostrare che 

fx IV> fx ^1 ri 

j I V dx dy dz = I F u^v du dv dw. 

J oj oj 0 J oj oj o 

19. Se 3-, =rcos0,, 

a"j = r senO, cosOj, 
a, = r sen 0, sen Oj cos O3 , 


.T„_, = r sen 0, sen 0^ . . . sen 0„_j cos 0„_, , 


a-„= r sen sen Oj . . . sen0„_j sen 0„_, , 


mostrare che jjj F dx^ da', . . . dx^ 

= ±ffj (sen 0,)”-* (sen Oj)""'' 

sen0„.j dr dO, dOj . . 


dO 


n—1 » 


in cui F è una funzione qualunque di a”, , . . . x„, 

e F' ciò che diviene questa funzione quando si can- 
- giano le variabili. 
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INTEGRALI DEFINITI. 


252. Quando si conosco T integrale indefinito di una fun- 
zione, possiamo ottenere immediatamente il valore dell’ in- 
tegrale definito corrispondente a limiti assegnati della va- 
riabile. Alle volte però possiamo assegnare con metodi spe- 
ciali il valore di un integrale definito mentre non possiamo 
esprimere l’integrale indefinito in una forma finita; alle 
volte senza trovare attualmente il valore di un integrale 
definito possiamo mostrare che esso possiede proprietà im- 
portanti. In alcuni casi nei quali si può trovare l’integralo 
indefinito di una funzione, l’integrale definito tra certi li- 
miti può avere un valore degno di nota, per la forma sem- 
plice nella quale può essere espresso. In questo capitolo da- 
remo esempli di questo indicazioni generali. 

Si può osservare che una collezione dei risultati conosciuti 
rispetto agl’integrali Definiti ò stata pubblicata in un vo- 
lume in quarto ad Amsterdam, da D. Bierens de Haau, sotto 
il titolo di Tahles d’ Intégrales D^nies. 

253. Supponiamo /(x) ed F{x] funzioni algebriche razio- 
nali di X, ed f[x) di grado inferiore ad F[x), e supponia- 
mo che l’equazione i^(x) = 0 non abbia radici reali; si cerca 
il valore di 



Si vedrà che per le supposizioni precedenti, l’ espressione 
da integrarsi non diviene mai infinita per valori reali di x. 
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Rappresenti a t ? 1) M coppia di 

radici immaginarie di .^(x) = 0; allora la frazione quadratica 
corrispondente della serie nella quale .si può decomporre 

, si può rappresentare con 

2A (X — a) + 2Ii^ 

(X — aj* + 

le costanti J o Z? es.sendo date dall’ equazione 



1 fi II 1 \ /ì ® "b V V 1) i 

(Art. 21). 

Ora 

1 2lì^d.i- _ 2fi ~ ^ 


quindi 

r 2ZZ?d.r _ 

✓ 

Inoltre 

. r (x - a) iix r tdt 



od ò chiaro che l’ultimo integralo tra i limiti assegnati è 
zero, poiché la parte negativa è numericamente eguale alla 
parte positiva. Cosi 2fli: rappresenta la parte dell’integrale 
corrispondente alla coppia di radici immaginarie che si 
considera. 

Se quindi si suppone J^{x) del grado 2», e che /?,, Z?,, Z?„ 

siano gli « termini di cui abbiamo preso li come tipo, ab- 
biamo 

+ + 

254. Come un esempio dell’ articolo precedente prendiamo 
r x*”*(/x 
i-» 1-t-x*"’ 

in cui m ed n sono interi positivi, ed m minoro di n. Qui 

A-B = 2„ia-f g ^/(- 1)5*"-»'"-' ’ 

2. 2y 
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e si conosce per la teoria delle equazioni che i valori di 
® + ottengono dall’espressione 


cos 


(2r- 


2m 


Di: ,, - ( 2 r + 1 ) E 

; + V(-l)Sen 


dando ad r successivamente i valori 0, 1, 2, sino 

ad « — 1 . 

Così, pel teorema di Demoivre, 


a-h? V(-l)ì 


) _ 


= COS 9 4- V (— 1) sen 9, 


in CUI 


9 = (2» - 2m - 1) = (2r + 1) r - (2r + 1) ^ ; 

sicché 

COS 9 + \/ ( — 1 ) sen 9 = - COS (2r + 1 ) 6 + ^/ ( — 1) sen (2r + 1) 0, 

2»j-M 


m CUI 
Quindi 


0 = 


2)1 


1 




1 


2n — cos ;2r 4- 1) 0 + — 1 ) sen (2r 4- 1) 6 

COS (2r 4- 1) 0 4- V ( — 1) sen (2r 4-1)0 


2u 


onde 

Quindi 


i? = 


sen (2r 4-1)0 
2 m 


r. 


X**" dx r , 


, — -! seu04-sen30 f sen504-...4sen(2a — 1)0 j. 

- =o 1 4 - .X * n \ I i 

La somma della serie di seni si dimostra nelle opere sulla 

Triffonometria essere , e nel caso attuale «0= — — t:, 

sen 0 2 

sicché sen*»0 = l. Adunque 

x*"‘dx n 


LI 


r^" 2 ì)i 4- 1 

il sen • 


2» 
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È chiaro che 
to, cioè 


/ “ a;*”* dx 

^ jjj è la metà del risultato preceden- 

0 1 f 


rx*’'*dx^ 
io 1 + a*'*" 


o 2w + 1 

2n sen — — it 


2» 


255. Nell’ ultima formola dell’ articolo precedente si ponga 


x^ = y, e si supponga 


2m + 1 
2» 


= A-; cosi otteniamo 


r du _ - 

lo 1 -f y ~ sen kz 


( 1 ). 


Questo risultato vale quando k ha un valore qualunque 
compreso tra 0 ed 1. Poiché la sola restrizione sugl’interi 
positivi m ed a si è che m deve essere minore di n, e quindi 

scegliendo convenientemente ot ed a possiamo rendere 

eguale ad una frazione propria assegnata qualunque che ha 
un denominatore pari quando è ridotta a minimi termini. 

E sebbene non si possa rendere eguale 

ad una frazione che ha un denominatore dispari quando è 
ridotta a minimi termini, pure possiamo farla differirò da 
una tale frazione per una quantità tanto piccola quanto ci 
piace, e così dedurre il risultato richiesto. 

Nell’ultimo risultato si ponga x'' per y, in cui r è una 
quantità positiva qualunque; cosi 

dx r. 

1 ì- x " 
r x**-' dx 


sen kz 


cioè, 


I £2 

Jo T 


Sia kr = s’, cosi 


I ^ 

lo 1 


- ,T 

X*-' dx 


-f 


r sen kz 


r sen - 1 : 
r 
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La sola restrizione sullo quantità positive r ed f sì è che 
s deve essere minore di r. 

Lo studente probabilmente non troverà alcuna seria diffi- 
coltà nel metodo che abbiamo indicato per dimostrare la ve- 
rità dcir equazione (1) quando k è una frazione che ha un 
denominatore dispari allorché è ridotta a minimi termini; 
nonpertanto si possono fare alcune poche osservazioni che 
stabiliranno la proposizione decisivamente, e che serviranno 
anche come utili esercizii sull’ argomento del presente ca- 
pitolo. 

Sia « = 1 allora 

.'el-l-J/ 1 \ 1-T-y 

c ponendo ^ per y troviamo che 


Quindi 


ritljly 

lì 1 + Il 



; cosi 



;2). 


L’equazione (2) mostra che -vr è negativo se i/* ’ — y * è 

dii 

costantemente positivo, c positivo se é costante- 

du 

mente negativo, tra i limiti 0 ed 1 per y. Quindi ^ ò ne- 
gativo 0 positivo secondo che k è minore o maggiore di 
Così « diminuisce quando k cresce da 0 ad ^ , cd « cre- 
sce quando le cresce da ^ ad 1. 
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a 


Ora dinoti ^ una fraziono ridotta a minimi termini, in 
cui p è un intero dispari^ e sia^ un intero pari. Sia 
e , e hi dinoti p. Siano , «j, «3 i valori di 


ì: 


1/ *(hj 


quando per k si sostituiscono A„ /Cj, Aj rispettiva- 


0 I + y 

mente. Allora daH’cquaziono (1) 


1: - r 

«, = : ed W, = ; 

Sdì k(K senAjit 

Ora possiamo prendere p tanto grande in modo che fc, c/fj 

1 

siano entrambi maggiori o entrambi minori di gj ed allo- 
ra per ciò che si è dedotto dall’ equazione (2) ne segue che 
Ili giacere numericamente tra u, ed Cosi la diffe- 
renza tra «I ed «, o «3 deve essere minore delta differenza 

tra w, ed «3; e quindi a fortiori la differenza tra «j c — ^^7 — 

seti 

deve essere minore della differenza tra «, ed w,. Quindi sic- 
come p può crescere indeflnitamente abbiamo finalmente 

i: 

Il i r— • 

sen /ijH 


Integrali Euleriani. 

256. L’integrale definito 

l' (1 - a;)”*-' d£ 

si chiama il primo integrale Euleriano; lo dinoteremo col 
simbolo B {l, m). 

L’integrale definito 


I e ^ a” ' ilx. 

J 0 

si chiama il secondo integrale Euleriano; è dinotato dal sim- 
bolo r (n). 
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Daremo ora alcune delle proprietà di questi integrali; le 
costanti in questi integrali, che abbiamo indicate con 
si suppongono positive in tutto ciò che segue. 

257. Nel primo integrale Euleriano si ponga x—l—z; 

cosi r ( 1 - j)"*-' dx = r ( 1 - dz ; 

J O J 0 

questo mostra che le costanti / ed « si possono scambiare 
senza alterare il valore dell’integrale; cioè, 

(i, m) = B [m, Ij. 

y 

Di più nel primo integralo Euleriano si ponga x = ^ ; 


’im-i 


dx = 


dy 


(1 + 

1 


cosi j x' ' (1 — x) 

Nello stesso integrale si ponga x = ^ ; cosi 

[L- 

(i + yr"‘ 




258. Sia — sicché x = log-; allora abbiamo 

<(x=£(logi)" V 

che dà per conseguenza un’altra forma ^di r(»). 

259. Abbiamo con l’integrazione per parti 

j x” dx = ~ e~^ x" + nj e~-^ x'*~* dx; 

ed e"'x’* svanisce quando x = 0, ed anche quando x=;oo . 
(Si vegga Cai. Dif. Art. 153J; cosi 


cioè 


<»go ^ 

I e~^x”dx = ìtj e~^x^~'dx; 
r (a + 1) = «r (a) 


(l)- 
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Poiché 


dx ■ 


— e 


abbiamo e ^ dx = ì ; cioè, 


r{l) = l 


( 2 ). 


Da fi) e (2) vediamo che se m è dii intero 

r(« F !)=!«.. 

Quando n non è un intero possiamo con l’uso ripetuto 
dell’equazione (!) far dipendere il valore di r (ii) in cui n 
è maggiore dell’unità da quello di r(m) in cui m è minore 
dell’unità. 


260. Ponendo kx = s abbiamo 




_r jn) 
~ le" ■ 


261. Dimostreremo ora un’equazione importante che lega 
i due integrali Euleriani. 




S’integri il doppio integrale j j 




dijdx 


prima rispetto ad x; otteniamo cosi, per l’Art. 260. 

Inoltre s’integri lo stesso doppio integrale prima rispetto 
ad y; otteniamo cosi 


cioè , 


r {m) I e~^ x^~* dx , 
0 


cioè , 


r {m) r (f). 


Quindi 


r y”>-'dy ^ r{l)r{m) 

J 0 (1 + ?/)'■”” J’ (/ + m) ' 


Quindi, por l’Art. 257, 


li (7, m) = 


nh r {m) 

I- [7 f m) ' 
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262. Nel risultato dell’articolo iireccdonte, supponiamo 
= cosi, se w è minore dell’unità, 

,.ni— I 

' \+y = *' H I’ (1 - W) , 

poicliè r(l) = l. Quindi, per l’Art. 255, se m è minore del- 
l’ unità 



r (ja) r (1 _ 


T 


sen mv. 


263. Si ponga nell’ ultimo risultato w = 


G) = 


ondo r 

Daremo un’altra dimostrazione dell’ultimo risultato. 
Sia n = \ e ^ dx; allora ò chiaro che n ancora 


cosi 



(Art. 66). 


Questo doppio integrale si è mostrato ncH’Art. 204 essere 



= e-'^ rd<ìdr = \, 

4J a J 0 4 

quindi 

A 

2 . 

Ora 

r Q) =/^ ® ^ povera = , 

così 

r Q) = 2 j^ e-y’ dfj = 2u = V-. 


264. Daremo ora un’espre.ssione por r (?i) che sommini- 
strerà un’altra pruova del risultato ncll’Art. 262. Conoscia- 
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— 1 

ino clic il limite di — quando h diminuisce indefini- 
tamente è Ioga?; quindi 

(logj) = limite di (_) ; 

COSI possiamo scrivere 

/, IV'-' /1-V‘\"-' 




in cui y b una quantità che diminuisce senza limite al pari 
di à. 

Si ponga /i — , allora, per l’Art. 258, 
r (tt) = /'-• /] (• - 

Nel primo integrale si ponga a = z''; cosi 

r («) -fy dx = r" r e*-- ' (1 - s)"-' dz. 

J O J O 

Possiamo supporre r un intero; allora l’ integrale a dritta, 
per l’Art. 33, ò 

r 

n(}l +1) [tl -rT - i j 

Cresca r indefinitamente, allora y svanisce ed abbiamo 


r (w) = limite di 


1-2-3 r 


* iiVI ” VAI T"- $ • 

w(» 1) (M i- r — Ij 

265. Dal risultato dell’articolo precedente abbiamo 


V(n — m)r{n + m) 1 m*) 1 (?i+l)*)l 


wi* ) 

(w-f2)*j. 


Un caso particolare di questo si ottiene supponendo n = 1; 
cosi 

I’ (1 - '«) r {1 i «I) V IvV 2V\ 3*/ ’ 

2. 30 
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rc.spressione a 

COSI 


dritta si conosce che è eguale a 


sen Win 






r (t - m) r (1 + m] = 


mz 


seu j»i: 


onde r (wi) r (1 - m) = — - — (Art. 259). 

^ ' ' senwii: 

266. Stabiliremo ora l’equazione seguente, n essendo un 
intero, 



Prima si supponga n dispari; neH’Art. 262 si ponga per 

12 3 . .n-\ . 

m successiTamentc - , -, - , • • • sino «ad — — , e si molti- 
n n n 2/i 

plichi; così 

T.' S 


K - 2i: (?i — I ) - 

sen - sen — ... sen ^ ^ — — 
n 11 2n 



n-\ _ 1 

rn (2 t:1 ^ 


[Per la Trigonometria). 

In secondo luogo si supponga n pari; in questo caso si 

.12 , w -2 . 

ponga per m successivamente - , - , . . . sino ad — , e si 

n n 2)1 

formi il prodotto come sopra; indi si moltiplichi il primo 
membro per r ed il secondo membro per l’equivalente 


f-. 


allora otteniamo lo stesso risultato come prima. 


267. Una forinola ancora più generalo è 

r(.r)r(.r + l)r (.:-?) 


r ina-) (2t:) * 
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clic ora dimostreremo. Dinoti 9 (x) 

,."i-(x)r(x+I) i'(» + ’-^) 


H-l _ t 

dobbiamo allora mostrare che 9 (x) = (2 t:) - a * ’ 
Abbiamo 

» r (X + 1) r (x + 1 + . r (x + 1 + 

9 (x 4 1] — «r («X + n) 

a»x(x + l) (x,?) 

= I— - I . — 9 [x) 

[nx -r n — 1) [nx -rii — 2) nx 


= 9 (x). 

Similmente 9(x + 2) = 9 (x f- 1) = 9 (x); c procedendo così 
abbiamo 

9 (x) = 9 (x -i- mj, 


in cui ì/i può essere tanto grande quanto ci piace. Quindi 
9 (x) è eguale al limite di 9 (p.) quando ;jl è infinito; cosi 
9 (x) (^ece essere indipendente da x, cioè, deve avere lo stesso 
valore qualunque sia x; quindi 9 (x) deve avere lo stesso 

valore che hovquando x = -; così il teorema discende dal- 

n 

l’articolo precedente. Questo teorema è attribuito a Gauss; 
una dimostrazione più rigorosa è data negli Exercices de 
Calcili Intégral di Legcnclre, Voi. ii. p. 23; si vegga anche 
il Journal de V Ecol e Polytechnique, Voi. xvi. p. 212. 

268. Molti integrali definiti si possono esprimere in ter- 
mini della fnmione-Gamma ; daremo alcuni esempii. 


L’integrale ^ 

r 

J o 


ao 

e~u"‘x^dx diviene ponendo y per a-x- 

0 


e dy 
2a s!y ’ 


cioè , 
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Di più, iu ; ■ A7 ::si pouga — — = r-^; cosi 

otteuiamo 


• x«-'(l-a;r-' dx 


X 


V . 


(a* + «)'“"* “* x + a 1 + « ’ 

1 r . . . 1 r (^) r (m) 


— I 7/'"> (1 — cioè - — — 

«"‘Il -r a'/Jo'' ^ ’ a’"(l4-a]' T[l+m) 

Inoltre, iu j* x*"' (1 — x*)”'"’ </x si pouga x* = t/; 


= 1 /: così ot- 


teuiamo 


\J ~ y)'“ ’ ‘^^7 


(i)rN 


Cosi 


a=i 

c*) 2 dx 


J sen^O cos'i 0 dO =j" x^ (1 — x® 

(^) ^ C4^) 


ri 2±i-, 

I x'’-"-*(l -X*) ® <Ix = 








così otteniamo 

\ts cioè, ‘ 


26‘J. Iu I “ x^“’ frt - r?x si ponga x-aìj-, cosi otteniamo 

} tì 

„ y‘"* ■ 

270. Si voglia trovare il valore dell’integrale multiplo 

_ j.t-1 ,^W!-i ^n-, ,ij.. , 
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l’integrale essendo preso in modo da dare allo variabili tutt’i 
valori positivi d’accordo con la condizione che x + y + z + ... 
non sia magg-iore dell’ unità. 

Supporremo die vi siano tre variabili, e per conseguenza 
che l’integrale sia un integrale triplo; il metodo adottato 
si vedrà che è applicabile per un numero qualunque di va- 
riabili. 


Dobbiamo prima integrare rispetto ad una delle variabili, 
supponiamo z; i limiti allora saranno 0 ed 1 — x — y; così 
tra questi limiti 



(l-g-?/)" 

n 


r [li -j- 1) 


[\-x-yf. 


In seguito s’integri rispetto ad una delle variabili rima- 
nenti, supponiamo i/; i limiti saranno 0 ed 1— e tra que- 
sti limiti, per l’Art. 269, 



X - y'f (hj - 


(1 -a-)”'^”r(w)r(M-H) 

r(«i -V 11+ \) 


Finalmente s’integri rispetto ad x tra i limiti 0 ed 1; 
cosi tra questi limiti 



r [l] r [m + w -r 1) 
r [l + m + n + \) 


Quindi il risultato finale è 

r(?t) r(w) r(%-i-l) r(^ r(«t-f w-j- 1) 
1] r {vn -i-w-f-1] {I -[• m + ii + ^') 


cioè, 


r [T] r [m] r (n) 
V{1 + m + n+ 1) 


271. Si voglia trovare il valore dell’integrale multiplo 
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rinteg'rale essendo preso in modo da dare alle variabili tut- 
t’i valori positivi d’accordo con la condizione che 



non sia maggiore dell’ unità. 



Allora l’integrale diviene 


a‘ V» 

— fi 

^qr.. 

. iJ 


. . x'‘ 


U 


-1 


. (Ix dìj dz . 


con la condizione che x + y + z-\- ... non sia maggiore del- 
r unità. Il valore dell’integrale è, quindi, per l’articolo 
precedente 


é . . . 
pqr... 


©'■( 7) ■■(;)■ 

/ 1 m n 

I — I 1 

\p q r 



272. Come un caso semplice dell’articolo precedente pos- 
siamo supporre p,q,r ... essere ciascuno l’ unità, ed a, y . . . 
ciascuno eguale ad una costante h ; cosi la condizione si è 
che ^ + yj + ^ -h • . • non sia maggiore di à. Quindi il valore- 
deli’ integralo 

■■■di dvid^^... 

ìj r(^r(7«)r !«)... 

I' \l -4" yil 'T?J-r-.."f'l) 
che possiamo dinotare con 


Similmente se l’integrale deve essere preso in modo che 
la somma delle variabili non ecceda h Ih, otteniamo per 
risultato 


' A”(A-f A/O'"'" "'-. 
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Quindi concliiudiamo che il valore dell’ intcg^rale esteso a 
tutti quei valori positivi delle variabili che danno la som- 
ma delle variabili compresa tra ed A + A/i è 

iY{(A -1- A/i)'"’'’+"+- - 7i'‘-”'+«+-| , 


e quando A/i diminuisco indefinitamente, questo diviene 


cioò , 


iY(/ 4- m + n +. . .) A/i, 

r(/)rHr(ii)... 

r {I -i- m + n+. 


273. Si voglia trovare il valore dell’ integralo multiplo 

JlJ. . . al"* y"‘"* . ./[iC + y -{■ z dx dy dz . . . 

r integrale essendo preso in modo da dare alle variabili tut- 
t’i valori d’accordo con la condizione che .x-fy-f -+••• 
non sia maggiore di c. 

Supporremo per semplicità che vi siano tre variabili. Per 
l’articolo precedente se f[x-\-y + z] si rimpiazzasse con l’u- 
nità quella parte dell’ integrale che nasce dal supporre la 
somma delle variabili compresa tra h ed h -!- Aà sarebbe 
ultimamente 


r (/ -)- ìli + il) 

E se la somma delle variabili ò compresa tra h ed h A/t, 
il valore di f[x-\-y + z) può difFerire solamente da f[h] per 
una piccola quantità dello stesso ordine di Ih. Quindi, tra- 
scurando il quadrato di A/t, quella parte dell’integrale che 
nasce dal supporre la somma delle variabili compresa tra 
h ed h -i- A/t è ultimamente 

4 ) 

r (/ -f m -i- ?i) ' ' 

Quindi l’intero integralo ò 


r (/) r [m] r (n) 
r (/ +■ m + }?) 





■» 


Digitized by Google 



240 


INTEGRALI DEFINITI. 


274. Similmente il valore di 


fffr’ + Q)' - 'li 'Ir, di 

per tutt’i valori positivi dolio variabili, tali che 


non sia maggioro di e , ò 


gl pm 

‘ Vv) * \qj ■ \tJ r 

pqr 

\p q ‘ JV 


! o 




-! 


’ ^ cìh. 


Il risultato di questo articolo e del procedente si può 
estendere al caso di un numero qualunque di variabili. 


275. Si voglia trovare il valore dell’ integrale multiplo 


f- 


+ fljT, 


+ a„x„] f/x, c/Xj . . , dx„ , 


r integralo essendo prc.so in modo da dare alle variabili 
tutti i valori d’accordo con la condizione che x,* -f- Xj* ... + x, * 
non sia maggiore dell’unità. 


Con la successiva applicazione di una trasformazione di 
integrale doppio data nell’Art. 242, l’integrale multiplo si 
può ridurre ad 


Jj] • • • /(/■•Ti) • • • dx„ , 

in cui k = .J («,- -f «j® + . . . -i a„*l ; 

c queste trasformazioni non alterano la condiziono. che la 
.somma dei quadrati delle variabili non sia maggiore del- 
r unità. 
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Dobbiamo allora trovare prima il valore doli’ integrale mul- 
tiplo |'j'j ... </a!j da’» . . . f/x„, le variabili essendo supposte avere 

tutt’i valori d’accordo con la condizione chorrj*-t-a’ 3 *-i-... + 
non sia maggiore di 1— a-,*. Si supponga dapprima clié le 
variabili debbano avere solamente valori 'positivi; allora ot- 
teniamo il valore dell’integrale supponendo nell’ Art. 271, 
che ciascuna delle quantità /, «i, ... sia l’ unità, che ciascuna 
delle quantità p,q,... sia eguale a 2, e che ciascuna delle 
quantità a, f, . . . sia eguale a >^/(l — x,®;. Così il risultato è 



Ma se le variabili possono avere si i valori negativi come 
i positivi, questo risultato deve essere moltiplicato per 2'*“’. 
Cosi otteniamo 


Quindi, finalmente, poiché i limiti di .t, saranno — 1 ed 1, 
l’integrale multiplo è eguale a 


n-l 
i; ® 
— 1 


■ - ■) 




Questo è d’accordo col risultato dato dal Professore Boole 
nel Cambridge Mathematical Jonrnal, Voi. in. pag. 280, come 
si può trovare integrando per parti la sua equazione (15). 

276. Si voglia trovare il valore dell’integrale multiplo 



ar,®) 


flXtdXj . . . dx„. 


l’integrale essendo proso in modo da dare alle variabili tutt’i 
2. 31 



242 


INTEGRALI DEFINITI. 


valori d’ accordo con la condizione che a?,* + Xj® + I- 

non sia maggiore dell’ unità. 

Come nell’articolo precedente l’integrale si può trasfor- 
mare in 





V ( 1 ~ ^2* ... — X„*) 


dx^(lx^ . . . dx„. 


S’integri prima ri.spetto alle variabili Xj, Xj, ... x„, i limiti 
essendo dati dalla condizione che Xj* + Xj* . . . + .x„- non sia 
maggiore di 1 — x,*. Ora se le variabili fossero ristrette ai 
valori positivi, l’integrale 



dXjdXj . . . dx„ 

V (1 - a-,* - X** ... - x„*) 


per l’Art. 274 sarebbe eguale ad 



dhn, 


cioè, ad 



(Art. 269), 


Ma se le variabili possono avere si i valori negativi come 
i positivi, questo risultato deve essere moltiplicato per 2'*~*. 
Cosi otteniamo 


n 
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Quindi finalmente, poiché i limiti di x^ sono — 1 ed 1 , 
l’integrale multiplo è eguale a 


/ 



277. Diversi metodi sono stati usati per esibire in termini 
semplici un valore approssimato di r(»+l) quando n è 
molto grande: ne diamo uno di essi. 

Il prodotto e~^x" svanisce quando a: = 0 c quando x = ao; 
e si può mostrare che esso ha solamente un valore massi- 
mo, cioè quando x = n. Possiamo per conseguenza supporre 

e-^x^=^e-"n"e-‘' ( 1 ), 

in cui t è una variabile che deve essere compresa tra i li- 
miti — 00 e oc. 


Così J* e'^x"'dx = e ”n”j e (2)- 

« 

Si prendano i logaritmi dei due membri di (1); così 

X — 71 log® = n — n log» + (3) ; 

si ponga x = u + u; così 

» — « log (« + tt) = » log» (4). 

Ma pel Teorema di Taylor 


log(» + «) = logJM 


n 2(»-fO«)*’ 
in cui 0 è una frazione propria; così (4) diviene 

2 (» + 0 «)* ’ 


onde 


(»)« 


v/ (2) {n + Ok) 


t 


(5); 
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V(2)m^ 


« = 


V [«) - 0^ v'2 


( 6 ). 


dx 2xt , 2nt 
ut x — n % 


- ^ [2ii] + 2(1-0) t, per (6). 

Quindi (2) diviene 

P e~^x” dx — e~"n"j j v i2?i) + 2(1 - 0} dt; 
ed J e~‘^ dt— \! [~); così 

I e-^x\lx = e-"«" V [2)iz) ) 1 + | <?-*’ (t -0) tdt | (7). 

f y — oc 

Ma poiché 1—0 è positiva c minore dell’unità, il valore 
numerico di j e ‘ (1 — 0) ^ d# è minore dij e~‘ tdt, cioè, 

minore di Quindi conchiudiamo da (7) che quando 

cresce indefinitamente, il rapporto di r [n 1) ad e“” w” tj{27iz) 
si avvicina all’unità come suo limite. 


Possiamo osservare che nell’equazione originale (1) ab- 
biamo e non t; quindi il segno di ^ è in nostro potere, 
e noi lo scegliamo in modo che l’equazione (5) possa sus- 
sistere, supponendo e y' 2 entrambi positivi. 

(Si vegga il Journal de Mathématiques di Liouville, Voi. x. 
p. 464, e Voi. XVII. p. 448.) 


Integrali definiti ottenuti differenziando o integrando 
rispetto a costanti. 


278. Daremo ora alcuni csempii nei quali gl’integrali de- 
finiti si ottengono por mezzo della differenziadono rispetto 
ad una costante. (Si vegga Art. 213.) 
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Trovare il valore di J°° cos 2rx t/£f. Si chiami w l’ in- 
tegrale definito; allora 


(ÌU 

(Ir 




ire scn2rx dx. 


S’ integri per parti il termine a dritta; cosi troviamo 



(lu 2ru 

dr ~ a- ’ 

onde 

d log u 2r _ 

dr ~ a? ’ 

quindi 

^2 

log costante, 


ra 

quindi 

io 

( 

il 


in cui A è una (juantità che ò costante rispetto ad r, cioè, non 
contiene r. Per determinare .4 possiamo supporre r = 0; cosi 

u diviene I dx, cioè,-^, (Art. 268). Quindi A=-~, ed 

J 0 2a 2a 


e cos 2rx dx — 



r’ 

u}. 


279. Abbiamo stabilito uelPArt. 214, che quando uno dei 
limiti dell’ integrazione è infinito il procedimento di diflfe- 
renziazione rispetto ad una costante fuò essere pericoloso; 
nel caso attuale però ò facile di giustificarlo; dobbiamo mo- 

strare che I e p dx svanisce quando p è ultimamente 

indefinitamente piccolo; è chiaro che questa quantità è nu- 


,nc 

mericamente minore di p, / e dx in cui p, ò il più gran- 

° Itl 

de valore di p, cioè, minore di p,; ma questo svanisce 

éCCL 


con p,. Simili considerazioni si applicano ai casi seguenti. 
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280. Trovare il valore di f°° e . Dinotandolo con 

J 0 X 

il, allora 


r -Ax 

-r = 1 e '‘^cosrx dx. 
(ir J 0 


Ma 


I _i_ , . .rsenrx— fccosrx' 

I e cos rx dx = e : 

J -rr* 


quindi / e eoa rx dx — —, jj 

J o k‘ + r^ 


COSI 


du _ k 
dr~ k* + r^* 


quindi 


M = tan ‘y 

K 


Non si richiede alcuna costante poiché « svanisce con r. 
Questo risultato vale per ogni valore positivo di k] se sup- 
poniamo che k diminuisca senza limite, otteniamo 

/ “ sen rx , i: 

.—“^ = 2 

se r è positivo; se r è negativo il risultato sarà — 

li j ^ « V 


281. Trovare il valore dii e 


dx. Dinotandolo con 


u, allora 


du 

da 


= -< 




r*’ 


si ponga X — -, allora i limiti di z sono oo e 0; ed otte- 
z 

niamo 

du ^ 

— — -2u; 
da 
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onde 


d\ogu _ 
da ~ 


quindi log« = — 2a + costante; 

I 

quindi « = 

Per determinare A possiamo supporre a = 0; allora u = 
onde A=^; così 


"2 ’ 



282. Possiamo applicare ancora il principio delV inteffra- 
zione rispetto ad una costante per determinare alcuni inte- 
grali definiti; il principio può essere stabilito così. 


Sia 

rb 

u = j 9 (a", c) dx. 

allora 

udc = 9 (x, c) de dx 


= j"J"% (atr, c) dxdc; 


poiché quando i limiti sono costanti, l’ordine dell’integra- 
zione è indifferente (Art. 62). Daremo ora alcuni esempii di 
questo metodo. 

283. Sappiamo che J** e~'^ dx = 


S’integrino i due lati rispetto a k tra i limiti a e b; così 

^ g-a^_ g-bx ^ ^ j 

J 0 X 

^e~^dx 


dx = log - ■ 
° a 


/•» g-aXfi~ pc.-bx j 

Si noti che I ed / sono tutti e due infi- 

J 0 X J 0 X 

... ... rè~'‘^dx , • j- -ca r A r 

niti ; poiché I e maggiore di « I — > ed / — • 

.* 0 ^ J 0 00 J 0 00 
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è infinito. Ma ciò può staro con l’asserzione chef* ^——^dx 

J 0 X 

è finito, c senza trovare il valore di questo integrale ò fa- 
cile mostrare che esso deve essere finito. Infatti esso è eguale 

Il j c{x)dx. . , , 

alla somma di / ^ — ed / — in cui c x)=e~”^-e~'^ • 

il secondo di questi integrali ò finito, poiché esso è minore 

1 r“ 1 e~^\ 

di - / 9 (a;) dx, cioè, minore di - I — - ) . Dobbiamo 

cj c c \ a 0 / 

quindi esaminare solamente f dx. 

J 0 X 

Ora pel Teorema di Maclaurin 


9 (x) = (i - a) a> -f — 9 " (t9). 


in cui 0 è una frazione; così è minore di — , in 

. X 2 

cui .4 è il più gran valore che può prendere 9"{x) per i 
valori di x minori di c. Quindi 


fiM 

Io X 


dx è minoro di (l — a)c + 


ed è por conseguenza finito. 


284. Sappiamo che 


cos rx dx = 


-f r* 


S integrino i due lati rispetto a k tra i limiti a c 6‘, cosi 

/ COS rx dx = _ log-T-^ — r • 

J 0 X 2 ^ r* 


cos rx dx : 


1 , 


285. Si diuotij^ cou A, cd j ~y~tfxcQo S; 

determineremo ora i valori di ^ e j 5; il primo è stato già 
doterminato con un altro metodo nell’Art. 280. 
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Nell* integralo A si ponga y per rx; cosi 

^ _ r sony dy 

io y ’ 

ciò mostra ebo A è indipendente da r. 

Abbiamo ^ ~ ^ 

J 0 


“rr senrx c/x 


1 + a;* 


cd 

r „ , r°senrar dx 



cosi 

{ B, Ir l+x>Bmrx 


J 0 dr J 0 X 1 -f X* 

quindi 

rB.lr-f-A^' 

J 0 dr 


(li- 


si moltiplichi per e e s’integri; otteniamo poiché A 
è costante rispetto ad r 


t 


Bdr B — A\ — costante. 


Ora qualunque sia il valore di r, è chiaro che gl’inte- 
grali rappresentati da A, B, od j' Bdr sono finiti] quindi 

la costante nell’ultima equazione deve essere zero, poiché il 
primo membro svanisce quando r ò infinito. 


Oosl 

j Bdr + — .4 = 0 . , 

Da (1) e (2; 


quindi 

B = Ce-^ , 

in cui C è 

una costante. E da (2) 


A ^ Ce-^ - C {e-^ - l) = t’ 

quindi 

B = Ae-'^ . . . 


2 . 


( 2 ). 


32 


( 3 ). 


■> 
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Ora quando r diminuisce indefinitamente , B diviene 


r dx 
iol + 


cioò , 2 ; quindi da (3) 



Abbiamo supposto r positivo; è chiaro che se r b nega- 
tivo, B ha lo stesso valore come se r fosse positivo, ed A 

ha il segno mutato; cioè, se r è negativo Z? = ^ ed 4 = — 

(Transactions of thè Royal Irish Academy, Voi. xix. p. 227.) 


Da 



cos rx dx 
1 +x* 



otteniamo con la differenziazione 


rispetto ad r , 


x?,cxirxdx _ i: 

0 1 + a» “ 2 ® 


E dallo stesso integrale integrando rispetto ad r tra i li- 
miti 0 c c, abbiamo 



sen ex dx it ,, 


286- L’articolo precedente contiene una rigorosa investi- 
gazione dei valori degl’integrali .4 e fl; un altro metodo è 
stato dato alle volte por trovare il valore di B che è più 
semplice ma molto meno soddisfacente. Non di meno dare- 
mo ora questo metodo, poiché ci condurrà a notare un punto 
importante. 


Sia 

J 0 

cos rx , 
1 -f a:* 

allora 

dR _ 1 

dr J 

f*.rsenrj 

0 t H- .T® 
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a,* COSI 

J o 1 -j- X 

= - I cos rx dx -i- 
0 


0 I -i- X* 


= — j cos rx dx 4- B. 

Ora per ragioni che fra poco esamineremo, sujpjponiamo che 

/ coarx<fx = 0j così 
J 0 

(PB „ 

TT = -®’ 
dr* 

e dobbiamo trovare B da questa equazione. Si moltiplichino 
i due lati per 2^ e s’integri rispetto ad r; cosi 


(f)’ 


: A + Zi* ; 


in cui h è una costante, cioè, h è indipendente da r. Cosi 


dr 1 

(7b “ V(A + /!*) ’ 


integrando abbiamo 


r+kz=j + B*) ^ ’ 

in cui k è un’altra costante. 

Cosi = B + V (A -f fi*) , 

Trasponendo, elevando a quadrato, e riducendo otteniamo 
finalmente 

fi = C^e’- f , 
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in cui C^ e Cj sono costanti. Dobbiamo ora determinare i 
valori di queste costanti. Poiché B non può crescere inde- 
finitamente con r dobbiamo avere (7, = 0 ; ed allora poiché 

B = 2 quando r = 0 abbiamo Così 



Procediamo ora a considerare la supposizione fatta nel me- 
todo precedente. 


n • VX / j a sen ra; -f rcosra: 

Poiché / e “ sen rx dx~ — e — 


ed 

abbiamo 

ed 


f‘ 

f 


e cos rx dx — 


a* + r* 
r sen rx^ a cos rx 


f 


e ^ sen rx dx = 


e “•= cos rx dx = 


a* r* 

r 

a* + r* ’ 
a 

a* -f r* ’ 


se Si. è una quantità positiva. 

Se fosse concesso di supporre a = 0 otterremmo 

f* sen rx dx =- , ed f* cos rx dx = 0. 

J 0 r J 0 


j. ... f , cosrx , f , senra; . 

Poiché I Bcnrxdx = — ‘ , ed | cosrx dx= sia- 

J ri r 

mo così condotti apparentemente alla conclusione che il seno 
ed il coseno di un angolo infinito sono entrambi zero. La 
stessa conclusione sembra essere suggerita in altri casi , 
sicché si è stabilito, che « i simboli indeterminati senoo e 
cos 00 si trovano in innumerevoli casi rappresentare entram- 
bi 0, il valore medio sì di sena: che di cosa:. » 

Su questo punto però vi è diversità di opinione tra i ma- 
tematici, e la discussione su di ciò sarebbe inadatta in un’ o- 
pcra elementare; lo studente può consultare in appresso tre 
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memorie nell’ottavo volume dello Camòridge Phtlosophical 
Transactions, numerate xv, xix, e xxxii. 


Integrali definiti ottenuti con lo stilupj^o. 

287. Se sviluppiamo log e log {1 — 

ed aggiungiamo, si ottiene 
log(l — 2a cosa: + a*) 

= — 2 (a cos X + cos 2x + -^ cos 3x + ), 

jÒ Ó 

la serie essendo convergente so a è minore dell’unità. S’in- 
tegrino i due lati rispetto ad x tra i limiti 0 e i:; così 

log(l — 2acosx + a^) dx = 0, a essendo minore di 1. 

So a è maggiore di 1, poiché 

/ 2 1\ 

log(l — 2« COSX + a®) = loga^ + log ^ 1 — - cosx + , 

abbiamo 

J log(l - 2a cosx + a*) dx = i; Ioga* = 2z Ioga. 

Se a = 1 si può mostrare per l’Art. 51 che l’integrale de- 
finito è zero. 

Possiamo porro il risultato nella forma seguente; 

log (a* - 2ac cos x + c*) dx = r log le*, 

in cui /i* ò la più grande delle duo quantità a* e c*, ed è 
eguale a ciascuna di esse se sono eguali. 

Difierenziando questo risultato rispetto ad a giungiamo 
al risultato che costituisce l’ultimo esempio dell’Art. 50. 
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288. Con l’integrazione per parti abbiamo 

log { 1 — 2a cos X a*) dx 

1/10 o r xsenjrfx 

= X log 1 — 2ff cosx + a* — 2« I ^ ^ 

® ' J 1 — 2a cos X + a* 

Quindi, se a è minore di 1 , 

r” xsenxrZx r , ,, ,, . , ,, , 

J . l-2»C08x + a- = « ‘"«l* + “) * 

' se a è maggiore di 1, il risultato è 

^ log (1 + a) - ^‘log a, cioè, ^ log (l + . 

289. In simil modo abbiamo, so r è un intero. 


f 


cos rx log (1 — 2a cos x + a*) rfx = — ^ a^ o — ^ 


secondo che a è minore o maggioro dell’unità. 

290. S’ integri per parti l’ integralo nell’ articolo prece- 
dente; cosi troviamo 


/: 


sen X sen rx c/x r i: -cj,.! 

ol — 2acosx + a* 2 2 


secondo che a è minore o maggiore dell’unità. 

291. Similmente dal noto sviluppo 
1-a* 


1 — 2a cosx + a* 

= 1 + 2a cos X + 2a* cos 2x + 2a* cos 3x + 


in cui a è minore di 1, possiamo dedurre alcuni integrali 
definiti; così se r è un intero 


r. 


cosrxf/x 


za 


0 1 — 2a cos X + a* 1 — a* ’ 
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infatti ogni termino che dobbiamo integrare srauisce con 
i limiti assegnati , eccetto 2a’’ f cos^ rxdx. 


292. Trovare il valore di 


1 


dr 


o 1 + a:* 1 — 2a cos ex + a* 


Il termine = ^ j si può sviluppare come nel- 

X /id cos ex *1" 

l’Art. 291; allora ogni termine si può integrare con l’Art. 
286, e sommare i risultati. Cosi otterremo 

t: 1 1 -f ae~'' 

2‘r^ 1-ae-'’ 


293. Similmente, 

log (1 - 2a cos ex -t- a*) = i: log (1 — atf"'’)- 

294. Si conosce ancora dalla Trigonometria che 

senca; , o , ? o , 

- — - — sencx-fasen2ca;-t-a*sen3cx-f- .. ., 

1 — 2a cosex+a^ 

a essendo minore di 1. Quindi per l’Art. 286, otteniamo 
X sen ex dx n 


i: 


(1 -b X*) (1 — 2a cos ex + a*) 2 (e® — a) 


Questo segue ancora dall’ Art. 293, differenziando rispet- 
to a e. 


295. Trovare 


r^rfx. 

J 6 1 — X 


Sviluppando (l — x)“*, troviamo per l’integrale una serie 
di cui il tipo è 


f x" logx dx. 
I e 


, O 
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Con r integrazione per parti questo si vede essere eguale 
1 

a — . Quindi il risultato h 


(1+M)* 


|l + gl 3* 4* ■ T 


1 


cioè, per una forinola conosciuta, — 

on/* ai xsenxdx 

296, Trovare / -p— 

J 0 1 -|-(cosa;j* 

Si sviluppi il fattore j l + (cosx)*ì~*, e troviamo per T in- 
tegrale una serie di cui il tipo è , 


( — X sena; (cosa;)*" dx. 


Con l’ integrazione por parti questo si può mostrare essere 


Quindi il risultato è 




cioè, per una formola conosciuta, 


297. Dinoti v cioè, cosa;-!- tjsenr; allora se 

y dinota una funzione qualunque, abbiamo pel Teorema di 
Taylor, 

/(a + v]-\ /{a + v-'l^ 

= 2 |/(a) +/' (<l) cos.r-{-^Y-^cos2a;-f | . 

Ed 

1 — c* 

^ = 1 J- 2c C 08 .r f 2c* cos 2 T ! 2c^ cos 3.r !... 

1 - 2<; cos a: ; c* 
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Quindi 


/ 


V[fl+g)+/(g+g ') , ^ 2 t; ( 

o 1 — 2c COS Xn G* ' * ^ 




t-... 


_ 


/(« + c). 


Bisogna rammentarsi che in questo risultato c deve es- 
sere minore dell’unità, e le funzioni /"{a f v) ed J'(a -f »"*) 
debbono essere tali che per i loro sviluppi regga il Teorema 
di Taylor. 

In modo simile sì può mostrare che 


/ 


‘/(a-hv) ~/(a + t> 


,-n 


0 1 — 2c cosa; -f c* 


scn xdx = 




\Aa + c) -/(a) I , 


ed 


/*’' 1 — ccos« 

J o 1 — 2c COS X + «* 


i/(a + v) -f/(« 4- ® *)| dx 




Sostituzione di miori immaginarii jger le costanti. 


298. Alle volte si deducono degl’integrali definiti da in- 
tegrali conosciuti sostituendo valori immaginarii per alcuna 
•delle costanti che si trovano in essi. Questo procedimento 
non si può considerare dimostrativo, ma servirà almeno a 
suggerire le forme le quali possono essere esaminate, e for.se 
verificate con altri metodi (si vegga l)>fferential and Inte- 
grai Calculus, di De Morgan, p. 630). Daremo alcuni esem- 
pi i di ciò. 

Abbiamo j e~^ x""* dx =p~" r (»). 


e 


Per p si ponga a + 6 — 1), e supponiamo r = •J{a^ t à*) 

tan 0 = - , sicché jj = r j cos 0 -t- V(— 1) sen Oj ; così 


0 

2 . 


|coswO — V(- l)scn n()\ r(«). 

33 


. - - 
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Cosi separando le parti reali e le immaginarie abbiamo 




cos òx dx = 


r \n) cos ^74 tan“* 




J O 


g-o.T jSì I j)x dx — 


r [n) scn ^71 tan * 


(a* + i*) 


Per i modi di verificazione si vegga De Morgan, p. 630. 
299. Nella formOla 


e'"’»’ dx = ^ 
2 a 


SI muti a in ■' c: cosi 

*/2 


r g-c^x^d-i) dx = - dJL ■ 

J o 2c V2 ’ 


onde 


I cos c^x* — V (“ 1) sen c*x* | <?a; = ^ 


quindi 

ed 


/: 

/: 


cos c*j;* dx = 


scn c*a* dx = 


Vtc 

2cV2’ 

Vit 


2c V2’ 

Se scriviamo j/ per c*x*, questi divengono 

sen V di/ f* cos >/ di/ /i: 
io ^/l/ Y2‘ 
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i'** ( * 

300 . Nell’ iutograle I e~ V VO dx, si supponga y-Xsi'k; 

1 r* /'..a . , • • 1 

cosi l’integrale diviene ^ ' v’ / ^l/> che e conosciuto 

l)cr l’Art. 281 . Cosi 

J O \'rC ^ 

Ora si ponga cosO+ senO per k’, cosi il secondo 

membro diviene 


1 


<* , // 2' 
C0Sg+ V(-l)sen2 


-ia[co*0+V(-i)sc«oj 


cioè, 


-^jcos ^2ascn 9 -r|^ — V (— 1) sen (2a seri <> + 2 } 

Cosi j ^ \ ^£C*/ 

I ^2a sen 0 + |) 


sen 0 j dx 


_ g-ifl cose cos (2a sen 0 + |^ 


ed J* e“ (* ■*■ 3 ;^)'^®*® sen | sen 0 | dx 


: e-*“ ®®'9 sen (2a sen 0 + 1 ) • 


ESEMPIO 


( x* + a*) dx 
+ + 6*’ 


1 . Valutare 

Jox* 

2 . Valutare /**’' cos (a tan x) dx. 

J O 


(o® + i*)r. 

RisnUaìo. 

Risultato. ^ e““- 
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Risultalo. 

u 


3. Valutare / ;c*'* * djr. 

J 0 

4 fi M 

i o(a*cos*a; + sentir)* 4 Vai* ^ a*Ì/ ’ 

TZ 1 Tlt 

5. Dimostrare fi* -sj (tau 9 ) rfy = -^ + log > ^ ( 2 ) - 1 }J . 

6 . Dimostrare \l (cot ?) ^? = “^ [| + 1 V (^) + M] • 

7. Trovare il valore limite di e*" t/a; (quando x=oo 


Risultato. 


8. Mosti<are che 

9 , S»f(x,l) 


1 '°' cos tia: — cc 

io X 


i cos tia: — eoa bx , ,0 

■ t/x- = log- . 
a 


è una funzione simmetrica di x ed -, allora 

X 


f 


dx 


dx 




}0. Se F\x] è un polinomio algebrico di grado inferiore 
ad » 

'l^F(x)dx 1 ,, a-c] 

Jb{x-c)'^~ [ ft-l t/c'*-» r b-c\' 

11. Dimostrare che J V®’® cos (senO) t/6 = 2i:. 


12. Dimostrare che 


^ (1 — e) dO 


/*v 


quando c c in- 


c cos" 0 (2») 

definitamente prossimo all’uuità, u essendo una quan- 
tità positiva. 
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/R 

(a cosO + S Ben 0) log(« cos*6 + i sen*0) cV). 


Risultato. 2b ] Ioga — 2 + 






supponendo a maggiore di b. 

14. Mostrare che 


FM 


+ 2» cos ax + M* dx 


b* 


+ 2«co,ix + n‘ ^=l»8(l+»)l»e^.. 


0 logTl + secondo che n 6 minore o mag- 

giore dell’unità. 

15. Trovare il valore di 


F 


ie 


-ax—axì’(—i) 1)1 ^ 

’ X ’ 


in cui a 0 b sono positivi, ma a e ^ positivi o ne- 
gativi ; e mostrare che esso è interamente reale quan- 
a_ p 


do 


a~b’ 


16. Dimostrare che j cot ' (1 — x -f x *) dx = ^~ 2. 

17. Dimostrare che j^^jlog^x -f = it log2. 

r* scn * 2 / 

18. Dal valore di I dx dedurre quello di 

Fx^y^^- 

Risultato. I due integrali sono eguali. 

/•*/«-“ , , (2a)*“i'2à)** 

19. Dimostrare che j ) dx^log-^-^,. 
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. Mostrare che P dx — k 

J 0 (1 + x)* 


20 


21. Mostrare che 


/** ® 
ly 


b» 


— e *") dx = [l) — a) 


{Solutions of Senate-House Problems , jxjr 0’ Brien 
ed Ellis, p. 44.) 


22. Mostrare che 


, ff^ + l , -* 

log -T — r 
o “ — 1 4 


23. Dimostrare che 


/:■ 


‘x -x" dx ^ m ... 

— =log — , e riconciliare 

logx X ° n 


con questa equazione il risultato della trasformazione 
dell’/ ponendo af — y. 


24. Mostrare che J* sen^OdO =-^ 


. - m 




25. Mostrare che 


f‘x^ '(1— x)" *dx_r(^r(?M) 1 

io (5+cx)^'^”* ~ y“(A + cJ' ‘ 

I 

26. Mostrato che f rM I, 

J 0 (a cos*0 + ò sen* 0)' 2r (^ + »») a'i 

1 


27. Mostrare che 


f 

rk 


o(acos*0 + i 1 
tan"0 dO 


«acos^ò + J sen*0 2cos4^^^: liS’ 

a * J * 


» essendo minore dell’ unità. 

sen"^’ 0 dO 


28. Mostrare che 


ri? 


2»-» 


0 (a + p cos 0)** ' 

29. Mostrare che f — = 

J o «5 wn 

(l-a;")» »sen — 


r («] » 

(a*-p*)* 
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30. Mostrare che 


/: 


x"-‘ dx 


3 1 . Mostrare che 

J 0 X 

conda dei valori di a e <?. 

32. Descrivere il luogo dell’ equazione 

sen 0 cos 0.T 


(1 + ca;) (1 -ier (lq-c)"sen«i: 


y = 


0 


di). 


33. Descrivere il luogo dell’ equazione 

j = f log jl -2e“’' cos 0 + <?0, 

0 J o 


in CUP « = sen-. 

a 


34. Descrivere il luogo dell’ equazione 

xcos 0 dO 


y 


-f 


^ -;/{a:* + 2.r senO-i- 1) ’ 


in cui il segno della radice quadrata ò sempre preso 
in modo da rendere positiva la quantità nel denomi- 
natore. 


35. Mostrare che 


' 7* K 

I l sen X sen"’ (sen x sen y) dx dìj ^ 

36. Paragonare i risultati ottenuti da 

/*oe ^ao 

I I scnax e~^ dx dy , 

eseguendo le integrazioni in ordine diverso. 
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‘x’ 


37. Trovare il valore di ” " dx , o quindi mostrare 
che 


x“ a' 


38. Mostrare che 


■ o> ~ x> 


Ux. 


Tintegralc essendo esteso su tutt’i valori positivi di 
•T ed y che rendono ,t* + non maggiore dell’ unità, 


39. Mostrare che 



»^i 


(Ix dy dz . . . 


^J(l - a* - 


2'*r 


1 2 


11’ 

) 


il numero dello variabili essendo n, e l’integrazione 
estendendosi su tutt’i valori positivi che rendono 

ic* + y* -f a* + 

non maggiore dell’ unità. 


40. Se Ao + AtX + A^x* + = F{x)i 

od «o + + =/(^) > 


dimostrare che + .4,a,x* + uijrtja-* + 

= !/(«) +/WÌ , 

in cui = c C =: 


41. Se la somma della serie a„ + «,® + a^x* + si pu«> 

esprimere in forma finita, allora la somma della serie 

« 0 * + a,*x* + «j*x* + si può esprimere con un 

integrale definito. Dimostrare ciò, e quindi mostrare 
che la somma dei quadrati dei coofficienti dei ter- 
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mini dello sviluppo di ^l 4- a-)'* quando n è un nu- 
mero intero positivo si può esprimere con 

I * C 0 S-" 0 cos*?iO dO — 1. 

t: j „ 

42. Dimostrare che 

' cos ex dx 


/■* cos ex dx _ "v j g'~ 

io 1 + a;* "21 1+0-^' 


1 rO' 


43. Mostrare che 


I* y (sen2;r) coso: dx = | 9 (cos*.r) cosx dx. 

[Journal de Mathématiqws di Liouville, Voi. xviii. 
pag. 168.) 


44. Mostrare che 


_ iJU 

^ ~ ^ d- 2*42 


— - [* COS (x sen y} dy. 

rJ „ 


45. Dimostrare che 




;r“-' dx e-y" dy 


, in- 
M- sen — 
n 


(Si vegga l’Art. 66; c si passi dalla variahile y ad n 
essendo y = «x.) 


46. Mostrare che 


I* COS ^ 2o| dx 


- n COS ,, , 

= « sen ; 


0 essendo compreso tra i limiti 


2 . 


;u 
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CAPITOLO XIII. 


SVILUPPO DELLE FUNZIONI IN SEHIE TRIGONOMETHICUIL 


301. Il sog’gctto al quale c’introduciamo è una delle più 
importanti applicazioni del Calcolo Integrale, e benché in 
un’opera elementare come questa, non si possa dare di essa 
che un abbozzo imperfetto, pure a motivo della novità dei 
metodi, c dell’importanza dei risultati, anche un tale abbozza 
può essere utile allo studente. Per più estesa informazione 
possiamo indicare il Differential and Integrai Calculus del 
Professore de Morgan. Il soggetto si trova anche conside- 
rato spesso negli scritti di Poisson, per esempio, nel suo 
Traité de Mécanique, Voi. i. pp. 643-653; nel suo Traité 
de la Chaleur’, ed in diverse Memorie nel Journal de V E- 
cole Polytechnique. Lo studente può anche consultare una 
Memoria del Professore Stokes, ueH’S® Voi. delle Cambridge 

I Philosophical Transactions , una Memoria del Sig. W. Ha- 
milton, nel 19“ Voi. delle Transactions of llie Rogai Irish 
Academij, ed una Memoria del Professore Boolc, nel 21“ VoL 
delle stesse Transactions. 

302. Si vogliano trovare i valori delle m costanti 
Af, Aj, Aj, . . . A,^, in modo che l’espressione 

Af sena; -t- A^ sen2a; -f A~ sen 3a; -i- -f A^ sen mx. 

coincida in valore con una funzione assonata di acquando 
X ha i valori 0, 20,30, ... jhO, in cui 0 = — 

«i 1 

Dinoti /(r) la funzione assegnata di x, allora abbiamo 
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jHjr ipotesi lo seguenti m equazioni dalle quali si debbono 
determinare lo costanti, 

y’/j) = ^,seuO + SCI! 20 r-IsSenSO ^ t 4„,sen wO, 

/l20)=^,sen20 + J,scu40 + JjScnOO + + ^„jSeu2;«0, 

• 

f[ifnfì) — A , senwiO + ^2®cn2?«0 -(- scn3;»0 -j- + sen wiwiO. 

Si moltiplichi la prima di queste equazioni per senrO, la 
seconda per sen2;-0, , l’ ultima per senwrO; indi si addi- 
zionino i risultati. Il coefficiente di J, nel secondo membro 
sarà allora 

sen rO senj 0 + sen 2r0 sen 2^0 -i- -f sen mrh sen ms^ j 

mostreremo, ora che questo coefficiente ò zero se ^ è diverso 
da r, ed eguale ad ^ [m -f 1) quando s è eguale ad r. 

Supponiamo prima s diverso da r. Ora due volte il sud- 
detto coefficiente è eguale alla serie 

cos(r — s)0 + cos2(r-.v)0-i- |-coS /h(p-«) 0, 

diminuita della serie 


cos (r -t- 0 cos 2 (r r 5) 0 -1- + cos m [r s) 0. 

La somma della prima serie si sa per la Trigonometria 
essere eguale a 

(r-s)(i (r-s)O 
sen (2m -I- 1) — sen ' — 


cioè, a 


2 sen 


(r — ^)0 


( . , (r~s) 0) (r-s)0 

sen I (r-5) r - ^ ^ j - sen -- ^ 




Questa espressione svanisce quando r — s è un numero 
dispari, ed è eguale a — 1 quando r — s e un numero pari. 

La somma della seconda serie si può dedurre da quella 
della prima cambiando il segno di s; quindi questa somma 
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svanisce quando r + 5 è un numero dispari, ed ò eguale a 
— 1 quaudo r + J è un numero pari. 

Cosi quando s b diverso da r, il coefficiente di A, è zero. 

Quando s è eguale ad r, il coefficiente diventa 

6 cn*r 0 + een* 2 r 0 + + scn*»ir 6 , 

cioè, ^ ~ ^ 2 >wr 0 }. 

E col metodo già adoperato si vedrà che la somma della 
serie de’ coseni è — 1 ; cosi il coefficiente di A,, è 5 («t + 1 ). 

A 

Quindi otteniamo 
2 

Af= Y i sen rO//i) + sen 2 r 0 /^ 20 ) + + sen mr(i/{m<ì] j , 

e cosi dando ad r successivamente i diversi valori interi 
da 1 ad le costanti sono determinate. 

Ora supponiamo che m cresca indefinitamente, allora ab- 
biamo ultimamente 

2 r 

Af=-J sen dv, 

E siccome jT(z) coincide ora in valore con l’espressione 
A , sen x + Aj sen 2 x -p 

per un numero infinito di valori equidistanti di ai tra 0 e 
possiamo scrivere il risultato nel seguente modo 

2 

/(x) = - 27 sen ttx I sen nv/(v) dv, 

in cui il simbolo 2^ ÌQtbca una sommazione da ottenersi 
dando ad n ogni valore intero positivo. 

303. Il teorema c la dimostrazione dell’ articolo precedente 
si debbono a Lagrangc; abbiamo dato questa dimostrazione 
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in parte pel suo interesse isterico, ed in parte perchè for- 
nisce una veduta instruttiva del soggetto. Non ci fermeremo 
perù ad esaminare da vicino la dimostrazione, ma procedia- 
mo immediatamente al modo d’investigazione adottato da 
Poisson. 

304. Il seguente sviluppo si può ottenere con gli ordinarli 
metodi Trigonometrici, 


1 - A» 


, r.{v-x) 

\ — 2h cos z [- A* 


> = 1 -1- 2A cos 


t:(® — a:) 
1 


-f 2A* cos -f 2A’ cos — ^ + ••• , 


A essendo minore dell’ unità, sicché la serie ò convergente. 


Si moltiplichino i duo membri per o{v],e s’integrino ri- 
spetto a V tra i limiti — ? ed /; inoltre si faccia avvicinare 
A all’unità come suo limite. Nel secondo membro le diverso 
potenze di A diventano ultimamente l’unità. Il numeratore 
della frazione nel primo membro svanirà ultimamente, e così 
l’integrale svanirebbe il denominatore della frazione non 

fosse mai zero. Ma se x giace tra -l edl, il termine cos 


diverrà eguale all’unità durante l’integrazione, e così il 
denominatore della frazione sarà (I - Jif, e tenderà verso zero 
quando A si avvicina all’unità. Così l’integrale non sva- 
nirà necessariamente; procediamo a determinarne il valore. 
Sia V — x = z ed 7i = 1 — così 


( 1 — A-) tp (r) dv 


1 - 2A cos 1(1^ ^ + 4A sen’ 


( 1 +h)o[x + z) dz 

■RZ 

¥i 


Ora la sola parte dell’integrale che ha un valore sensi- 
bile, è quella che nasce da valori molto piccoli positivi o 
negativi di z; così possiamo porre 


e 



■RZ 

Tr 


+ z) = tf{x)-, 
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e r integrale diviene 


^ (1 + h] a (x) 


P dz 

J + p 


=z2ff<f (a,-) 


dz 


g- + 




:^ÌÌÌ^tan-*^'. 

gl 


Supponiamo a e — p essere i limiti di z) otteniamo cosi 




I tan ' ^ + tan ' — , | ■ 
t: t gl gl] 


Quindi, finalmente, supponendo che g svanisca, abbiamo 
2/9(0;). Cosi se X giace tra — / ed /, 

t \ ^ ^ v=o I \ nr.{v-x) 

/^' j_,?Wcos — dv. 


Se però a; = / 0 — /, allora l’integrale nel primo membro 
ha la sua parte sensibile quando v ò indefinitamente vicino 
ad lo a — /; dovremmo allora eseguire il procedimento pre- 
cedente per tutti e due i casi, ma l’ integrale rispetto a z 
si estenderebbe solamente nel primo caso da — ^ a 0, e nel 
secondo da 0 ad a. Quindi invece di 2l:f(l) nel iirimo mem- 
bro, avremmo 

/9 (/) -f /9 (-/J. 


Cosi abbiamo determinato il valore del secondo membro 
quando x giace tra / e — /, l’uno e l’altro inclusivamente; 
il suo valore negli altri casi sarà determinato nell’ Art. 311. 


305. Nello stesso modo che si è trovato il risultato nell’ Art. 
304, abbiamo, se s’integra tra 0 ed /, 

^ 7 “*/o ^ 5 

ciò vale se x ha un valore qualunque tra 0 ed l; ma quando 

1 

x = 0 il primo membro devo essere^ 9(0), e quando x—l il 

1 

primo membro devo essere 9 (/). Cosi abbiamo determinato 
il valore del secondo membro quando x giace tra l o — l, 
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l’ uno e l’altro inclusivamcntc; il suo valore negli altri casi 
sarà cletenniuato nell’ Art. 311. 

Similmente 

" ~hfo^ 7 “*i 0 ^ (5'i 

questo vale per ogni valore di x tra 0 ed /; ma quando 

.T=0 il primo ^membro dove essere ^ ? (0\ e quando re = /il 

1 ^ 

primo membro deve essere o (/). 

Da (1) e (2) con l’addizione 

, , 1 ff , , , > 2 „„ m:.r nr.v , , , 

e (x) = ^ I 9 {v) (h !- 7 1, cos — y— I cos — cp {v} dv ... (3). 

I J 0 t /jo L 

Ciò vale por ogni valore di x tra 0 ed /, l’uao e l’altro 
inclusivamcnto. 

Da (1) e (2) con la sottrazione 

, . 2 «-.r p tiT.v , , , ... 

9 (x) = 7 1 , sen -y— / sen — y— o[v]ch (4). 

Questo vale per ogni valore di x tra 0 ed /, 1’ uno e l’altro 
•esclusivamente; e quando x=0 o /, il primo membro sareb- 
be zero. 

L’equazione (4) coincido con la Formola di Lagrango. 

Possiamo osservare che ciascuna delle formole (3) e (4) 
si può dedurre dall’altra. Supponiamo che si prenda (3) c 

si scriva sen 9 (x) invece di 9(x). Cosi 
c 

sen ~ (p (x) =j f sen ^ 9 (v) dv 
l l j L 


-f- 1 17 cos 


»-x 

“T"io 


cos 


n~v 


~v 


sen -y- 9 (®) dv. 

L V 


n~v 


Ora cos —j— sen -j = 2 ^ 2 ì ’ ^ 

quindi si troverà che il risultato si può esibire nel seguente 
modo, 


{« + 1 1 ■» 1 
/ ~2 


(« — 1)ct _ 

7~’ 
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7t3/ . . 

sen y 9 [ce) 


Iv» f 
1 


ancora 


(?i-hl)rx ] n-v ,, , 
COS-! — cos^ — j — jj sen -y- 5 (c) 

ftr.x r.x 

eoa ■ — cos — — = 2 SCI» -j— sen y ; 


c quindi con la divisione per sen ~ otteniamo la formola (4). 
Daremo ora alcuni esempii. 

306. Sviluppare x in una serie di seni. Si prenda la for- 
mola (4) deir Art. 305, e si supponga l — ::; allora 

f j, h cos nv sen nv 

I V sen«® av — i — ; 

i n 


onde j V sen m dv = se n è dispari, c — se n b pari. 
Cosi 

X = 2 j sen x — ^ sen 2x + sen 3 j - ^ sen 4x + >. 

'2 3 4 ’ 

Questo risultato vale per i valori di x tra 0 c c sic- 
come i due membri svaniscono con x esso vale quando x — 0; 
ed ò chiaro che se esso vale per un valore positivo di x 
vale ancora per il corrispondente valore negativo; quindi esso 
vale per i valori di a: tra — - e t:, eccettuati questi valori 
limiti. 

307. Sviluppare cosx in una serie di seni. Si prenda la 
formola (4j dell’ Art. 205 e si supponga ^ = allora 

I eoa V scnnvdv =^J | sen (n -!- 1) « -f sen(M — 1) r 5 dr 
1 ( cos {» + 1) p , cos (u — 1) r I _ 

~ “2 ! tri ^ P 
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onde costi sonM» dv = 0 se n ò dispari , 


2n 


se « è pari; 


quindi 

2 

COS X = - 

r 


71*- 1 

|scn2x + 4:sen4e + ... + ^— i — ^ 
3 15 7r — 1 


n scn7ix + .. 




Ciò vale da x = 0 ad x = t:, esclusi questi valori limiti. 

308. Sviluppare x in una serie di coseni. 

Si prenda la formola (3) dell’ Art. 305, e si supponga 1=1:; 
allora ' 




. ®sen7i® cosa® 
COS nv dv — h 


i ’ 


rr. 2 

quindi / vcosnvdv — 0 se n b pari, e so n ò dispa- 
io a* 

ri ; ed 


/: 




cosi X = ^ ! cosx H- COS 3x cos 5x -i- ... t . 


2 - 


3* 




Ciò vale da x = 0 ad x=" l’uno o l’altro inclusi vamcnte. 
Se poniamo x = ^ — y, si ottiene la formola seguente, la 
quale vale per ogni valore di y tra — ^ e^, l’uno e l’altro 
inclusivamente, 

4 , 1 _ 1 „ , 

!/ = - 1 sen 7/ - sen 3i/ - 1 - - - sen 5i/ 

309. Sviluppare in una serie di seni. 


Qui I {tf"" — e sen nv dv = 


n {e"- 


2 . 


cos tir. 
35 
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^ ~ e"^ — e sena; 2 sen 2 a; ^ 3sen3a; 

yuinai 2 _ g-'»' “ P + “ 2» + «* + 3 * + a* ~ 

310. Sviluppare e« (’'■*') + in una serio di coseni. 

/7 — 

Qui I j 4- e~° I eosMP dp = - - , r — ■ , 

.io' ’ a* 4- 

od | c« (*-*') 4 e-« (’=-*') j -7»=^^ 

lo' ’ a 

- ga (K-x) ^ g-a (n-i) J COS x COS 2x 

^ Wa ^ 2a* 1* + «* '' 2*Tó* 

311. Abbiamo mostrato che la formola (3) dell’ Art. 305 vale 
per ogni valore di x tra 0 ed 1 l’ uno e l’ altro inclusiva- 
mente; è facile determinare a che sia eguale il secondo 
membro quando x cade fuori di questi limiti. Si supponga 
X positivo, e tra ^ e 21; si ponga x — 2l — x' sicché x' è 
minore di l, allora 

Mira; /„ Mira;' 

cos -j- = cos \ 2kz. j-j = eos -j- ; 

quindi il valore del secondo membro è 9 (x'). In seguito 
supponiamo x maggiore di 2/; e supponiamolo eguale a 
2?»^ 4- x', in cui x' è minore di 21; allora 

Mi:,r nra' 
cos — j- = cos — j- , 

sicché il valore è lo stesso che si avrebbe ponendo x' in vece 
di x; cioè, il valore è 9(35') se x' è minore di l, c 9(2 /— x') 
se x' è maggiore di /. 

È chiaro che per un valore negativo qualunque di x il 
valore è lo stesso che per il corrispondente valore positivo. 

Similmente possiamo mostrare che se x è positivo ed 
= 2nd + x', il valore del secondo membro dell’equazione (4) 
dell’ Art. 305 è lo stesso come se x' si ponesse in vece di 
.X, ed è 9(x') se x' è minore di f, e — 9 {21 — x') se x' è mag- 
giore di l. E per valori negativi di x il valore è lo stesso 
numericamente come per il corrispondente valore positivo, 
ma con un segno opposto. 
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312. Si può osscrvaro che nella dimostrazione fondamen- 
tale dell’ Art. 304, supponiamo clic quando h si avvicina 
all’unità come limite, l’espressione 

[ 11 - fv-x) , 

I A" o (p) cos — — (/n 

possa essere rimpiazzata da 

f . . nr,{v-x] . 

I 9 (p) cos — ■ (/e,. 

comunque grande sia m. Possiamo mostrare che non si com- 
mette errore con questa supposizione, dimostrando che l’ ul- 
timo integrale svanisce quando n cresce indelìnitamcntc. 
Abbiamo * 

f , , n-[v-x) , h{v] 

I 9 (P cos — ^ — ■ dv — — scn — ^ — • 

i l TM l 

TMJ l 

il che mostra che l’ integralo nel primo membro svanirà 
quando ii è infinito, almeno se 9 ' (p) non è infinito. 

313. Non abbiamo ancora fatto allusione ad uno dei punti 

S iù osservabili in relazione con lo formolo (3) c (4) dell’Art. 

05. In queste formolo 9 (x) non è necessario che sia una 
funzione continua; per esempio, da x =0 ad x = a possiamo 
avere ?(x)=/, (x), indi da, x = a ad ar = è possiamo avere 
poscia da x—b ad x-c possiamo avere 9 (x)=/j(x), 
quindi da a; = c ad x = l possiamo avere 9 (x)=j 4 (x). La 
formola (3) per esempio sarebbe sempre vera per tutti i va- 
lori di X tra 0 ed ^ inclusivamente, come è evidente dal 
modo della dimostrazione, eccetto per i valori nei quali ha 
luogo la discontinuità. Quando per esempio x — a, allora il 
valore del secondo membro non sarebbe f [a] 0 f {a) ma 
1 

2 (®) (®) !• Quindi se pera;=fl! abbiamo f[x)-=fi[x), 

la formola vale anche quando x = a. 

314. Trovare un’espressione che sia eguale a c quando 
X cade tra 0 ed a, ed eguale a zero quando x cade tra 
a ed /, 
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Si prenda la forinola (3) dell’ Art. 305. Qui <f{v)=c da 
» = 0 a V = a, e poi è zero da ® = a a v = l\ cosi 


/: 


ll-v 

COS — T— 

0 


9 (p) it 


... «TIP , cl n~a 

diviene c / cos — «p = — sen — , 

j 0 i «i: / 

quindi l’espressione richiesta è 

ca 2c , T.a zx 1 2i:a 2 i:,p 

~-\ sen — cos — + _ sen — y- cos — 7— 

/ 1 : ' / 12 l l 


j +|sen-^cos-^- + ... j; 

questa darà c quando x — a. 

0 pure possiamo usare la formola (4) dell’ Art. 305. Allora 

«Pi: , cl f. naz\ 

c / sen — (IV = — 11— cos — =— ) , 
lo l nz\ Ij 

ed abbiamo per l’espressione richiesta 

2p , -a -X 1 2r.a 2zx 
— j vers -j- sen — + vers — y— sen 

3i:a 


T 


3i:a; 


-ri vers. ^ 

1 


3i:a: 

sen-^ + 


questa dà 0 quando a;=0, cd quando x = a. 

315. Trovare un’espressione che sia eguale a kx dax — 0 

* I I 

ad X — 2 , ed eguale a k [l — x) da x = ^ ad x = l. 


Qui 


I 9 (p) cos — — av — j Ap cos — — ac -i-J ^ A (A- p) 


ttzv , 
cos — av 


kP (1 «u 1 nz 1 i kP f n~\ 

- — ìó- sen -.7 -t -7- cos yr- r-1 !- — I Senili: - sen --- I 

i: 12« 2 n-z 2 «* 1 :) «i: \ 2 / 


kl^ 


1 , . 


— / - sen nz-fr- sen-s* 4- 
z \n 


nz \ 

1 nz cosmi: 2 ^ 


kP 


2n 2 
nz 


n‘z 


n*z 


j 2 COS — COS «H — 1 
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Questo è quando è della forma 4r + 2, e 0 in ogni 

altro caso, ed , 

f' P /■' , hP 

I (f [v] dv = Al ^ ® dv + /.' I — V) dv = — j 

T 

COSÌ, l’espressione richiesta è 

hi 8hl ( 1 2t:x 1 6t:x ) 

4-^j5iCO,-,-+j5Cos~+...(. 

Se dinotiamo questa con y, allora da a: = 0 ad ar=^J 

l’uno e l’altro inclusivamcnte y = hx, indi da ad x—l 

Tono e l’altro inclusivamente y = k{l — x]; per valori di x 
maggiori di l i valori di y ricorrono come si è mostrato 
nell’ Art. 311. Così il valore di y ò l’ordinata della figura 
formata misurando dall’ origine lunghezze eguali lungo 
l’asse delle x a dritta c a sinistra, o descrivendo su cia- 
scuna base così ottenuta lo stesso triangolo isoscele. 

Come un altro esempio possiamo proporre il seguente : 
trovare una funzione c{x) che sia eguale ad x da a; = 0 ad 
x=a, indi eguale ad a da x = a ad = — a, e poscia eguale 
a z — x da a;— t: — a ad x=~. 

Il risultato è 


4 1 I 

o far) = - j sen a sen x -f- sen 3a sen 3x -f sen 5a sen ox + ...\-, 
• ' t: o- ’ 


questo è vero da a; = 0 ad x = i: l’ uno e l’ altro inclusiva- 
mente. 

Lo studente può verificare gli esempli seguenti. 

Se X è numericamente minore di a l’espressione 


! 

^*-0 l 


] cos (2» + 1) 


2»-f 1 


è eguale ad a — x se x è positivo, ed a+x se x è negativo. 

Dimostrare che per i valori di x tra — i: e n inclusiva- 
mente 


■T* 

4' 


r.- cos 2x cos 3x 

y^-COSX-f-g^ gj ; 
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Ciò può ottenersi dall’ Art. 308 con l’ intcg-raziouc ; o 
dall’ equazione (3) dell’ Art. 305. 

316. Si possono dare altre forinole analoghe a quelle 
nell’ Art. 305; ne ricercheremo qui alcuno. Abbiamo dal- 
l’Art. 305 


? W = 9 (®) + f -T ? (*’) cos d® ( 1 ). 

Questo vale quando a; ha un valore qualunque tra 0 e l; 

ma quando a: = 0 il primo membro deve essere „ ® (®) > ® 

1 ^ 

quando x= l il primo membro deve essere ^ 9 (^. Nello stesso 

modo in cui si ottenne questo risultato possiamo dimostrare 
ancora che 


2 ? (a:) 9 W dv + 27 j ^ 9 [v] cos dv ( 2 ). 

Questo vale quando x ha un valore quiilunque tra 0 ed ì; 
ma quando .t=0 il primo membro devo essere 9 ( 6 ), e quando 
x~l il primo membro deve essere 9 (^J. 

Si sottragga (1) da (2); cosi 


9 W = j-T l^cf{v)cos^— 


— lìz(v — x) 


21 


dv . . . (3). 


Questo vale quando x ha un valore qualunque tra 0 ed l; 

ma quando ® = 0 il primo membrp deve essere j; 9 ( 0 ) , e 

1 

quando a; = ^ il primo membro devo essere ^ 9 (Zj. 

Ora nello stesso modo che si è ottenuto (3), possiamo ot- 
tenere il risultato seguente, partendo da v x in vece di 

*0 *“* Oì 

te.... (4). 


0 


1 


cos- 


21 


Questo vale quando x ha un valore qualunque tra 0 ed 
ma quando a; = 0 il primo membro dove essere ^ 9 ( 0 ) , e 
quando x ^ il primo membro deve essere 
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Da (3) e (4) 
9 (a:) = ? 1* C03 


con l’addizione e la sottrazione otteniamo 


(2« — 1)~T 

27 



cos 


( 271 — 1 )'^® 

27 


(Iv 


(5), 


{2n— 1)t.t 


9(^) = ^ -Tscn 2 


/: 


9 [v] sen 


(2w — l)r® 

27 


(h. 


( 6 ). 


Questo vale quando x ha un vjilore qualunque tra 0 ed ^ 
inclusivamente, eccetto che quando x—0 il primo membro 
di (GJ deve essere 0, e quando x = l il primo membro di (5) 
devo essere 0. 


317. Applicheremo la formola (5) dcU’articolo precedente 
a stabilire un teorema osservabile dato per la prima volta 
da Giovanni Bcrnoulli. Biadata una curva qualunque .4i? 
di cui le tangenti in A c B sono ad angoli retti; si formi 
l’involuta di questa curva incominciando da .4, e sia di- 
notata da AC; si formi l’involuta di ylC incominciando da 
C; e così di seguito continuamente; allora l’ultima figura 
ottenuta sarà una cicloide. 


Sia s la lunghezza dell’arco della curva primitiva misu- 
rato da A ad un punto qualunque B; sia p il raggio di 
curvatura in P, eO l’ inclinazione della tangente invaila 
tangente in A. Sia p, il raggio di curvatura nel punto cor- 
rispondente della prima involuta, pj quello della seconda 
involuta, Pj quello della terza involuta; e così di seguito. 
Allora 0 esprime l’inclinazione di p, p^, p^, ... alla normale 
della curva primitiva in .4; e 0 esprime ancora l’inclina- 
zione di p„ Pj, p-, . . . alla normale della curva primitiva in 
B. Inoltre p^pj, Ps,... svaniscono quando 0 = 0; e ? 2 »p 4 )?of- 


svaniscono quando ® = • 

Ora P = e Pi=s; cosi 



Similmente, 


e così di seguito. 
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Ora nella forinola (5) dell’articolo precedente Bupponiamo 
allora siccome p è una funzione di 0, abbiamo 

p = il, cos 0 + cos 30 + ilj cosSO + 

in cui il,,^j,ilj, ... sono certe costanti determinate da quella 
formola (5). 


Cosi 


1 1 

p, = il, sen 0 + -.r sen 30 + -rr ilj sen5) + 
o o 

Pj = il, cos 0 + ^Aj cos 30 + ^ il 5 cos 50 + . 
pj = il, sen 0 + 7 !^ -^s ®cn 30 + — ilj sen 50 + . 

o** 


Procedendo in tal modo otteniamo, quando « è indefini- 
tamente grande, 

p„=il,sen0, 0 p„ = il, cosO; 

e queste equazioni rappresentano una cicloide; si vegga 
l’Art. 105. 


Possiamo procedere ad esaminare la natura del risultato 
quando le tangenti nelle estremità della curva primitiva 
non sono inclinate ad angolo retto. Supponiamo queste tan- 
genti inclinate sotto un angolo a; e si ponga a por ^ nella 
formola (5) dell’articolo precedente. Allora abbiamo 


zO 


3z0 


p = ^, cos — + Aj cos — ■!- A 


■2a 


cos- 


2a 


+ 


I 


e procedendo nello stesso modo come sopra arriviamo al ri 
sultato 


in cui 


zO 

P« = ^cos^, 


, zO 
P» = ^sen — , 


/, = A, 
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Se li fosse una quantità otterremmo cosi un’epici- 

cloide se a è maggiore di ed un’ ipocicloide in cui il 
diametro del circolo mobile è minore del raggio del circolo 
fisso se a è minore di | ; si veggano gli Art. 110 e 111; ed 

in questo modo si sogliono enunciare i risultati. Ma si dovrà 
osservare che k diviene indefinitamente grande nel primo 
caso ed indefinitamente piccolo nel secondo; sicché nel primo 
caso si dovrà supporre che i raggi del circolo fisso e del 
circolo mobile crescano indefinitamente, o nel secondo caso 
che diminuiscano indefinitamente. 

318. Nella formula 

9 = Yij-r ^ j -1^°^ 9 (») 

supponiamo che ^ cresca senza limite; allora se <p(u) è tale 

1 f* 1 

che il termine ^ ( o (®) dv svanisca con - abbiamo 
21 j -I ' ' ' l 

? i^ì = ~f^ oos 11 (p - s) 9 (p) dii (ìv. 

Questo si chiama il Teorema di Fouricr. 


ESEMPII DIVERSI. 

1. Cambiare l’ordine dell’integrazione nell’espressione 

rrr v 9{^^y)dxdy. 

J oj «’-g” 

2a 

2. Cambiare l’ordine dell’integrazione neH’espressione 

/ / <f{x,y)dxdy. 

J 0 J •i{2ax~x^) 

rr. rbx 

3. Trasformare I I (f{x,y)dxdij in un integrale rispetto 

J oJ tir ... 

ad n. e p, essendo ii = y \ x, y — ut: e determinare i 

limiti del nuovo infograle. 

2. 3C 
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4. Trasformare J j 9 (x, y) dx dij in un integrale rispetto 

ad u e ®, essendo y + cx=‘U,y = t(v; c determinare i 
limiti del nuovo integrale. 

5. Trasformare l’integrale 

flj i^-VÌ (y--ì (2-^)dxdydz ' 


in un altro nel quale «, v, tv, sono le variabili indi- 
pendenti, essendo 

. 1111 , , , , 

tt’ = xyz, - = - -I h - I te* = «* -f y* -1- z\ 

V X y z 

6. Dimostrare che 




in cui ^ = x" e T = t*. 


dx 

(1-t-x*")"’ 


(Si veggano gli Art. 263 e 66; e si trasformi come 
nell’ Art. 242). 

7. Dimostrare trasformando l’ espressione da coordinate ret- 
tangolari a polari che il valore dell’integrale definito 



-(af*+ix»!/>coi a+y4) 


dx dy 


è eguale ad - ^sen-^j, in cui A* ^sen dino- 
ta una funzione ellittica conipleta del primo ordine 
di cui sen ^ è il modulo. 


8. Dimostrare che / tan 0 log cot 0 «ZO = ~ • 

io 48 

9. Dimostrare che 


I g-r’n ro/i? ^ j. _ ggjj ^ ^ ’ 
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10. Mostrare che 

n 


J*tan ^'(1 — tan*j)j tan ' n \'2 — ^ cot“* jUil-ZJLl. 


11. Sc/(?) = 


r 


scriO 


dOy determinare il signifi- 


cato geometrico dell’ equazione y = a;/{senx). 

12. Una curva di doppia curvatura gira intorno l’ asse delle 
x; mostrare che la superficie generata 

= 2ti| ,/ 1 (1/ dy -!- dz)^ h (y* -f -*) (dx)* S . 
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CAPITOLO XIV. 


APPLICAZIONE llEL CALCOLO INTEGRALE ALLE QUISTIONI 
DEL VALORE MEDIO E DELLA PROBABILITÀ. 


319. Daremo qui alcuni pochi csompii dell’applicazione 
del Calcolo Integrale alle quistioni relative al valore medio 
cd alla probabilità. 

Dinoti 9 (a) una funzione qualunque di .t, e supponiamo 
X successivamente eguale ad a, a + A, a + 2A, . . . a + (» — 1]A. 
Allora 

<p(a) 4- o(a + A) + ofa -r 2A) + . . . + cp ja + (» = 1) Ai 

n 

si può diro essere il medio degli n valori che 9 (a:) ricevo 
corrispondenti agli n valori di x. Sia 

b — a — nh, 

allora il suddetto valore medio si può scrivere così , 


[sfa) 4- 9 ('g -r A) 4- s(a + 2A) + . . . 4 - 9 ja + (a — 1] Aj] A 

A — a 

Supponiamo che a e A restino fissi ed n cresca indefiui 
tameute; allora il limite deiresprcssione precedente h 

ri' 

/ <f(x)dx 
J a 

b — a 
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Questo si può convenevolmente definire essere il valore 
medio di 9(0;) quando x varia continuamente tra a c i. 

320. Come un esempio possiamo prendere la quistione se- 
guente; trovare la media distanza di tutt’i punti dentro di 
un circolo da un punto fisso nella circonferenza. Con questo 
enunciato intendiamo che debba seguirsi il seguente pro- 
cedimento. Sia divisa l’arca del circolo in un grande nu- 
mero n di piccolo aree eguali; si formi una fraziono di cui 
il numeratore sia la somma dello distanze di queste piccole 
arco da un punto fisso nella circonferenza, ed il denomina- 
tore sia n; indi si prenda il limite di questa fraziono quando 
a è infinito. 

. Supponiamo che r^ , rj ,... r„ dinotino Io distanze rispet- 
tive delle piccole afee; allora la frazione richiesta è 

-\ì\ -i-rj-p ...-i:r„i. 

Si moltiplichi il numeratore ed il denominatore per rAO Ar, 
che rappresenta l’arca di un piccolo elemento (Art. 148) , 
cosi la frazione diviene 

4- -f . . . -f r„} rAOAr 
ìir AO Ir 


Il limite del denominatore rappresenterà l’area del circolo 
cioè, se c ò il raggio del circolo. Il limite del numera- 
tore sarà, per le definizioni del Calcolo Integralo, jjr^d^Jdr, 

i limiti essendo presi in modo da includere tutti gli cle- 
menti dcU’area dentro al contorno del circolo. Cosi il ri- 
sultato è 



Questo si troverà dare 


32c 
‘9~ ■ 
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321. L’equazione di una curva è r = c sen 0 cos 0 , trovare 
la lunghezza media di tutt’ i rag’gi vettori condotti ad eguali 
intervalli angolari nel primo quadrante. 

Segue facilmente, come nell’ultimo articolo, che la richiesta 
lunghezza media è 


cioè, - 
z 

Ancora, supponiamo che la porzione di questa curva che 
giace nel primo quadrante giri intornfi alla linea iniziale, 
e cosi generi una suiierficie. Si tirino dei raggi vettori dal- 
r origine ai differenti punti della superficie uniformemente 
in tutte le direzioni', si voglia trovare la lunghezza media 
dei raggi vettori. 

La sola difficoltà in questa quistione sta nell’ intendere 
chiaramente il significato delle parole in carattere Italico. 
Si concepisca una superficie sferica con l’origine come cen- 
tro ; allora per uniforme distribuzione angolare dei raggi 
vettori, intendiamo che essi siano condotti in modo che il 
numero di quelli che cadono sopra una porzione qualunque 
della superficie sferica sia proporzionalo all’arca di quella 
porzione. Ora l’area di una porzione di una sfera di raggio 
a si ottiene integrando 

a^ff scn 0 ds dh 


i: 


c scn 0 cos 0 <20 

i: 

2 


tra i limiti convenienti (Art. 175). Quindi a^scnOA^ AO si 
può prendere per dinotare un elemento di una superficie 
sferica, c 2ua* è l’area della metà della superficie della sfera. 
Cosi avremo pel risultato richiesto 

jj a^c sen 0 cos 0 sen 0)(Z5 dO 
2 ira* ’ 

i limiti essendo presi in modo da estendere le integrazioni 
sull’intera superficie che si considera. 
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Quindi ottoniamo 


ff 


c son* 0 cos 0 d(f d') 


cioè, 


322. Un’ampia arca piana ò rigata con lineo parallele ad 
eguale distanza; una sottile bacchetta, di cui la lunghezza 
è minore della distanza tra due linee consecutive, è gittata 
all’avventura sull’area; trovare la probabilità che la bac- 
chetta cada attraverso una delle linee. 


Sia la distanza tra due linee consecutive e 2c la lun- 
ghezza della bacchetta. Si vede facilmente che non alteria- 
mo iÀ-j^roblema supponendo il centro della bacchetta co- 
stretto a cadere sopra una linea condotta tra linee consecu- 
tive del dato sistema ad angoli retti su di esse, poiché la 
proporzione dei casi favorevoli all’intero numero dei casi 
rimane la stessa dopo questa limitazione come prima. 


Sia il centro della bacchetta ad una distanza x dalla più 
vicina delle due parallele prescelte; indi supponiamo che la 
bacchetta giri intorno al suo centro, od e chiaro che in que- 
sta posizione del suo centro la probabilità che essa attraversi 
4cp 
2^’ 

<!COS(f — X. 


la linea è 


m CUI 


E possiamo dinotare con — la probabilità che il centro 

della bacchetta cada tra le distanze x cd x -f A.r dalla più 
vicina delle due parallele. Cosi la probabilità richiesta sarà 

2o A^ 

dinotata dal limite della somma delle quantità come 
cioè, sarà 


ic a 


2 f 
— / 0 
zaj * 


0 dx. 


in CUI cos 0 — 

c 
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I limiti (li X sono 0 o c; quindi il risultato 


Z(lJ o 


9 scn 9 ^9 


!£ 


ESEMPII. 


1. Se r =/(0) ed y=. f\^j sono le equazioni di duo curve, 

f[H) essendo una funzione che svanisco per i valori 
0, , Oj , ed è positiva por tutt’ i valori tra questi li- 
miti, e so ò l’area della prima tra i limiti 0 = 0, 
e 0 = Gj , ed J/ la media aritmetica di tutte lo sezioni 
trasversali del solido g-enerato dalla rotazione intorno 
all’asse delle x della porzione della seconda curva tra 
i limiti a; = «0, ed x = a%, mostrare che 



supposto 0, maggiore di 0, . 


2. Una palla è tirata all’ avventura da un’arme a fuoco 
che con eguale probabilità si può presentare in una 
direzione qualunque nello spazio al di sopra dell’oriz- 
zonte; mostrare che la probabilità di giungere al di 

là di ^ della sua massima portata ò ~ • 


3. Da un punto nella circonferenza di un campo circolare 
è gittate all’ avventura un proiettile con una data ve- 
locità, la quale è tale che il diametro del campo ò 
eguale alla massima portata del proiettilo; trovare la 
probabilità che esso cada dentro del campo. 

Rnultato. 4 - — ( \/2 — 1 ). 

l U 
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4. Sopra una tavola ò tracciata una serio di lince rette ad 

c{?uali distanze r una dall’altra, e si gitta un cubo 
all’ avventura sulla tavola. Supponendo la diagonale 
del cubo minore della distanza tra le linee consecu- 
tive, trovare la probabilità che il cubo si fermi senza 
coprire alcuna parto delle linee. 

Bisultato. — , in cui a ò il lato del cubo e c la di- 
ci: 

stanza dello lince consecutiva 

5. Dimostrare che il me lio di tutt’i raggi vettori di un’el- 

lisse, il fuoco essendo l’origine, è eguale alla metà 
dell’asse minore, quando le linee sono tirate ad eguali 
intervalli angolari; ed ò eguale alla metà dell’asse 
maggiore quando le linee sono tirate in modo che le 
ascisse delle loro estremità crescano uniformemente. 

6. Un numero indefinito di linee parallele ad eguali distanze 

sono tracciate su di un piano, ed una bacchetta la 
di cui lunghezza è eguale ad r volte la distanza 
perpendicolare tra due lince consecutive è gittata 
all’avventura sul piano; trovare la probabilità che essa 
cada sopra n delle linea Se » = r=l, mostrare che 

la probabilità è ’ 

«T 

7. Due frecce sono infisse in uno scudo circolare; quale ò 

la probabilità che la loro distanza sia maggiore del 
raggio dello scudo? 

3 '3 

Risultato. . 

8. Supponendo lo orbite delle comete uniformemente distri- 

buite nello spazio, dimostrare che la loro inclin.azione 
media al piano dell’eclittica ò l’angolo sottesoda un 
arco eguale al raggio. 

9. Un certo territorio ò limitato da due circoli meridiani 

e da due paralleli di latitudine che differiscono in 
longitudine e latitudine rispettivamente di un grado, 
e 'si conosce che esso giace tra certi limiti di lati- 
tudine; trovare la probabile area superficiale. 

2. 37 
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Si prende una linea di data lunghezza «, e si pren- 
dono due altre linee ciascuna minore della prima linea 
le quali si lasciano cadere su di essa alF avventura, 
ogni posizione di ciascuna essendo tanto probabile 
quanto ogni altra. Le lunghezze di queste linee sono 
h e h’\ si cerca la probabilità che esse non abbiano 
una parte eccedente c iu comune. 


Risultato. 


[a-h-V ^ cy- 
{a -b) {a- 1>'} ■ 


Camb. Phil. Transactions, Voi. viir. p. 386. 


11. Un’ arca piana indefinitamente ampia ò rigata con linee 
parallele ad eguali distanze, la distanza tra le lince 
consecutive essendo c. Una curva chiusa senza punti 
singolari il di cui massimo diametro ò minoro di c 
si gotta sull’arca. Mostrare che la probabilità per la 

curva di cadere sopra una dello lineo ò — , in cui l 

TIC 

dinota il perimetro della curva. 


12. Un mcssaggicre il/ muove da .4 verso B (distanza a) 
alla ragione di «miglia all’ora, ma prima che arrivi 
in B un nembo di pioggia incomincia in A ed in 
tutt’i luoghi occupando una certa distanza z verso, 
ma non giungendo al di là, B, e si muove alla ra- 
gione di u miglia all’ora verso A; so d/ fosse colto 
in questo nembo sarebbe obbligato di fermarsi finché 
esso passasse oltre; egli inoltre deve ricevere pel suo 
messaggio un numero di scellini inversamente pro- 
porzionalo al tempo occupato in esso, alla ragiono 
di n scellini all’ora. Supponendo ignota la distanza 
z, come anche il tempo nel quale incominciò la piog- 
gia, ma che tutti gli eventi siano egualmente pro- 
babili, mostrare che il valore dell’ aspettativa di M 
è, in scellini. 


nv ( 1 u 

'z 1 2 r 


w (tó f «) , w 
— log- 


r- 


u 
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CALCOLO DELLE VARIAZIONI. 


Massimi e Minimi degl’ integrali che contengono una variabile 
difendente con limiti Jissù 


323. La teoria dei valori massimi c minimi di date fun- 
zioni è considerata completamente nelle opero sul Calcolo 
Differenzialo. Se, per esempio, y dinota una data funzione 
di una variabile indipendente x, allora possiamo trovare il 
valore o i valori di x che rendono y un massimo o un mi- 
nimo, 0 pure possiamo far vedere che non vi sono di tali 
valori in alcuni casi.. 


Intanto andiamo ora a considerare una nuova classe di 
problemi di massimi e minimi. Dinoti y una funzione di x 
che ò per ora indeterminata; e dinoti V una data funziono 


di x,y 


(ly cj^ 
’ dx ’ dx* 


J • 


... Supponiamo che si voglia trovare 


la 


relazione che deve passare tra x ed y affinchò T integralo 
j Vdx, preso tra dati limiti, possa avere un valore massimo 

0 minimo. Qui non possiamo effettuare l’integrazione poiché 
y non è conosciuta come una funzione di x, e quindi V non 
è conosciuta come una funziono di x; cosi gli ordinarii me- 
todi per risolvere i problemi di massimi c minimi non pos- 
sono applicarsi. Si richiede allora un nuovo metodo , che 
procediamo ora a spiegare. 


324. La branca dell’analisi alla quale andiamo ad intro- 
durre lo studente si chiama il Calcolo delle Variazioni; il 
suo oggetto si è di trovare i valori massimi o minimi dello 
espressioni integrali, supponendo che le espressioni variiuo 
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con r assegnare differenti forme alle funzio;)i dinotate dallo 
variabili dipendenti. Si vedrà, a misura che procediamo, 
che il metodo per trovare questi valori massimi o minimi 
è analogo a quello col quale si trovano gli ordinarii valori 
massimi o minimi nel Calcolo Differenziale. 


325. Sarà utile di ricorrere al metodo dato nel Calcolo 
Differenziale. Lo studente si ricorderà che i termini massi- 
mo e minimo sono termini tecnici, i quali sono definiti ed 
illustrati nei trattati sul Calcolo Differenziale; ed essi sono 
adoperati in matematica nel senso ivi a loro assegnato. So- 
vente si commettono errori confondendo un valore massimo 
nel senso tecnico della parola massimo, con il valore fiiìt, 
grande nel senso ordinario delle parole il più grande. 

Si supponga y una data funzione di una variabile indi- 
pendente .t; allora so un cambiamento indefinitamente pic- 
colo si dà ad .t, in generale si ha per conseguenza un cam- 
biamento indefinitamente piccolo in y, il quale è compara- 
bile in grandezza con quello dato ad x. Il procedimento per 
trovare un valore massimo o minimo di y si può dire che 
consista di due parti. Prima determiniamo un valore di x 
tale che un cambiamento indefinitamente piccolo in esso non 
produce in y un comparabile cambiamento indefinitameute 
piccolo, ma un cambiamento che è indefinitamente piccolo 
paragonato con quello di x. In secondo luogo, esaminiamo 
il segno di questo cambiamento indefinitamente piccolo pro- 
veniente in y dal cambiamento di a; ; c per un massimo 
questo segno devo essere necessariamente negativo, c per 
un minimo positivo. 


Possiamo adunque descrivere brevemente questo procedi- 
mento cosi; facciamo sparire i termini del primo ordine nel 
cambiamento della variabile dipendente, ed esaminiamo il 
segno dei termini del secondo ordine. Seguiremo un metodo 
analogo nel problema che dobbiamo ora discutere; ci limi- 
tiamo, intanto, j)er ora interamente alla prima parte del pro- 
cedimento, c ricorreremo in appresso alla seconda parte. 


326. Dobbiamo in prima spiegare la notazione che sarà 
adoperata. Dinotino x una variabile indipendente, y una 

dij dry 

Tx' 


funzione qualunque di x, c 


coefficienti dif- 


Digitized by Google 



CALCOLO DELLE VARIAZIONI. 


293 


fcrcnziali di y rispetto ad x. Adopreremo Si/ per dinotare 
Qua quantità indefinitamente piccola la quale può essere una 
funzione qualunque di a:; e se « dinota una quantità qual- 
sivoglia che dipendo da y dinoteremo con Sm l’ incremento 
che riceve u quando y si muta in ly Sy. Cosi, per esem- 
pio, si consideri il coefficiente differenzialo quando y ri- 
ceve l’incremento Sy questo coefficiente differenzialo ricevo 

l’incremento , sicché con S^^ intcndiamo^^. È spes- 
ate dx dx ^ 

so conveniente di usare il simbolo p per — ; o cosi ancora 
Zp è un simbolo conveniente per . In seguito, si consi- 


d'y 


deri il secondo coefficiente differenziale quando y ri- 
ceve l’incremento Sy questo secondo coefficiente differenzialo 
ricevo r incremento—,-^ , e siccome il secondo coefficiente 
differenziale è spesso dinotato da q possiamo conveniente- 
mente usare Zq jicr Similmente r ed s si possono usare 
per il terzo ed il quarto coefficiente differenzialo di y rispet- 

X- X - .s d*oii . , , 

tivamcnte, o or e os per e rispettivamente; e cosi 
di seguito. 


I coefficienti differenziali sono anche spesso indicati, con 
y'ì y"i y"\ • . •; e cosi &y', 5y", òy'", ... si possono usare come 
equivalenti a Zp, Zq, Zr, . . . rispettivamente. 


327. L’introduzione del simbolo S è dovuta a Lagrange. 
Lo studente vedrà che questo simbolo ha un significato si- 
mile a quello del simbolo d, che è usato nel Calcolo Diffe- 
renziale. Tutti 0 duo dy e Zy esprimono incrementi indefi- 
iiitamento piccoli; dy perù ò generalmente usato per dino- 
tare il cambiamento in valore di una data funziono in con- 
seguenza di un cambiamento nel valore della variabile in- 
dipendente, Zi/ è usato per dinotare il cambiamento ottenuto 
attribuendo un cambiamento arbitrario alla forma di una 
funzione. La quantità dinotata da Sy si chiama la varia- 
zione di y. 
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328. Dinoti F una data funziono di t, y, , . . . ; c 

rx, dx <lx^ 

sia U=\ Vd-x, in cui a;,, od x, si sujipong'ono dinotare li- 

J 

miti dati. Il valore di U non si può trovare sino a che non 
conosciamo quale funzione particolare sia di x; ma senza 
conoscere ciò possiamo ottenere un’espressione por l’ incre- 
mento proveniente in U dall’ attribuire l’ incremento arbi- 
trario Si/ adì/, dalla quale si possono trarre importanti con- 
seguenze. 


Supponiamo V=o[x, y, y', y", y'", ...]; 
allora por definizione 

S F = 9 (x, y -f òy, y' -H Sy', y" -t- Sy", y'" -f- 5y"', . . .) 

- ? »/> 1 /'. y'\ V"\ • • •)• 

Il primo termino si può sviluppare con l’ordinaria esten- 
sione del teorema di Taylor; cosi 


SF: 


dF . . dV ^ , dV 


dy 


oy-f 






<ir 


in cui -r- è il cocflScicnte dilTcreuzialc parziale di F rispetto 
^'y dV 

ad y, ancora è il coefficiente diflerenziale parziale di F 
rispetto ad y'i c cosi di seguito. 


Nell’espressione precedente di 5 F abbiamo espresso sola- 
mente termini del primo ordine, cioè, abbiamo omesso i ter- 
mini del secondo e degli ordini superiori rispetto alte pic- 
cole quantità Sy, Sy', .... Questo continueremo a faro durante 
il seguito della investigazione. 


Allora 


i 

r-^i 


SFdx 

J 

*0 

1 

r-{dF^ 

= 1 



dV^. dF.„ dV ^ 
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Trasformeremo ora questa espressione con l’intograziono 
per parti. Por brevità si pong’a 


(IV_ 

dìj 


Allora 


onde 


„ dV_^ dV_^ 

dy'~^’ dy"~^' 


Ut J ••• 


dy 


I m/dx =Jp'-^ dx=: PZy -J ^ 5ydx; 

* f^<dP 

J ^ Pòy' dx = (PÒI/), - (Pòy), - j ^ òy dx. 


Qui (PÒI/), ò usato per dinotare il valore di PZy quando 
.T, si pone in vece di x, e (Pòy)„ ò usato per dinotare il va- 
lore di PZy quando x„ si pone in vece di x; una simile no- 
tazione sarà usata da per tutto. Bisogna osservare accura- 
dP 

tamento che — significa il cocfHciente difTerenzialc C07)i- 
dx 

pìeto di P rispetto ad x, vale a diro, nel formare -j- dob- 

CL-£ 

biamo ricordarci che y ed i suoi coefficienti dificrenziali 
racchiudono tutti x implicitamente. 

Ancora 




ondo 


r'n-rrj dQ^\ f^dZy o/a \ 

j ={<i-£-^ ‘i/j, - («xx - li ‘V, 


T 

J X„ 


d-a . , 


Similmente 


7>' nij { dR dZy d-R ^ N 

dii iK<j {'•'PR 
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Questo procedimento si può continuare sino a che tutti 
ì simboli Ò!/', Sy", òy'", Sy"", . . . siano tolti da sotto al sc|?no 
integrale. Si dove osservare che tutti i cocflicicuti differcn- 


dQ d}Q, (IR d^R d?R 
dx ’ da:* ’ ix ’ dx* ’ dx» 
ziali completi. 


sono coefficienti differeu- 


Quindi finalmente 
5£^=5y,{p- 


dQ, ^ d^R 


dx dx* 


, ( _ dQ d*72 


1 . ilR' I 

+ &P| j ÌB — . . . } j — oQq j i2 — . . . Ju 


+ 


P. dP d*Q d^R 


Qui abbiamo adottato alcune ovvie semplificazioni di nota- 
zione; cosi usiamo Sy, per (5y)„ c Sj), per > c cosi 

di seguito. 

329. Il valore di 5Z7 si può dinotare così, 

II,- //„ -f P Kòy dx, 

in cui H, dinota un certo aggregato di termini nei quali 
X, ò messo in vece di x, ed IIq un simile aggregato di ter- 
mini nei quali x„ è messo in vece di x; questi aggregati 
non contengono alcuna integrazione. Inoltre 

dx^ dx* dx-*"^'" 
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Poiché — //„ contiene solamente i valori delle variabili 
nei limiti, parleremo alle volte di come dei termini 

ai limiti. 


330. Possiamo ora determinare le condizioni che debbono 
aver luog-o affinchè U possa avere un valore massimo o mi- 
nimo. Infatti affinchè tl possa avere un valore massimo o 
minimo, 5Z7 deve svanire, qualunque sia Z\j, purché sola- 
mente essa sia una quantità indefinitamente piccola. Ciò • 
richiede che 

À'=0 ed 

Infatti se K non è sempre zero, sarà in nostro potere di dare 
a òìj un valore tale da rendere ZU positivo o negativo a 
nostro piacere, e non zero. Supponiamo, per esempio, che il 
più alto coefficiente diffèrenzialc di ly che si trova in II,— 
sia 1’ Si ponga Zy =■ (x{x — ar,)*'* (x — x„f\ in cui a è una 
funzione di x che è indefinitamente piccola, ed è per ora in- 
determinata. Allora questo valore di fa svanire H, — II^, 

sicché SC' si riduce ad 1 KZydx. Ora si prendà a tale che 

J 

sia sempre positiva quando Kh positiva, e negativa quando 
K è negativa; allora ZU h necessariamente positiva. E se 
il segno di a si muta, è necessariamente negativa. Così 
se K non è sempre zero, é in nostro potere di prendere in 
modo Zy da rendere 5 1'" positiva o negativa a nostro piacere. 

Quindi per un valore massimo o minimo di Z7 dobbiamo 

avere 11=0; ed allora I KZydx svanisco, ondo ancora 

j X, 

//, — ZTo deve essere = 0. 

331. Lo studente ha ora acquistato notizia dei tratti es- 
senziali del Calcolo delle Variazioni; questi sono (1) la ri- 

dazione di ZU alla forma II, — II,,-\- \ (2) il prin- 

cipio che K deve svanire affinchè U possa essere un mas- 
simo 0 un minimo. Benché il soggetto sia su.scettibilo di 
sviluppo considerevole, per varie estensioni del problema che 
abbiamo considerato, sempre i due risultati già ottenuti 
.sono i risultati principali. 

2. 38 
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332. Prendiamo ora ad esaminare più da vicino la natura 
delle due condizioni 


A'=0 ed //, -7/„ = 0. 


L’equazione A.' = 0 è ciò che si chiama m\' equazione dif- 
ferenziale. Supponiamo che sia il più alto coefficiente 


differenziale che si trovi in V’, allora questo si troverà in 

d^R 

generale aneora in R, e quindi in si troverà il coeffi- 
ciente differenziale e questo sarà il più alto coefficiente 


differenziale che si trova in K, sicché l’ equazione differen- 
ziale A'=0 sarà del sesto ordino. Ed in generale l’ordine 
deU’equazione differenziale è due volte l’ordine del più alto 
coefficiente differenziale che si trova in V. ' 


Si fa vedere nei trattati sulle equazioni differenziali che 
la soluzione di un’equazione differenziale raechiude tante 
costanti arbitrarie quante ne indica il numero che esprime 
l’ordine dell’equazione differenziale. Dobbiamo ora mostrare 
come si debbano determinare lo costanti arbitrarie che nascono 
dalla soluzione dell’equazione AT=0, sicché possa ottenersi 
un risultato definito. La condizione //, — //„ = 0 serve a 
questo scopo. Due casi possono darsi. 

(1) Supponiamo che nessuna condiziono sia imposta dal 
problema sui valori di y c dei suoi coefficienti ditTerenziali 
ai limiti dell’ integrazione; allora ò/y, , ò//„ , 
sono tutte quantità arbitrarie, cioè, abbiamo in nostro po- 
tere il supporre per questo quantità dei valori indefinita- 
mente piccoli come a noi piace ; per esempio , possiamo 
supporre che quanto di esse vogliamo siano zero. Poiclié 
sono cosi tutte arbitrarie, affinchè 
possa certamente svanire, bisogna che svanisca il coeffi- 
ciente di ciascuna delle quantità arbitrarie. Ciò fornisce per 
determinare le costanti tante equazioni quanto sono le co- 
stanti. 


(2) Supponiamo che dal problema siano imposte condizioni 
intorno ai valori di y e dei suoi coefficienti differenziali ai 
limiti dell’ integrazione; allora , ò/;, , 5j)„, . . . non 

sono tutfe arbitrarie, poiché alcuno di esse si possono espri- 
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mero in termini dello rimanenti per mezzo delle date con- 
dizioni. Siano eliminate da //, — tante delle quantità 
ò;/„ Si/o, òp „, . . . per quanto è possibile, ed allora i coef- 
ficienti di quelle che rimangono si debbono eguagliare a 
zero. Le equazioni cosi ottenute, insieme a quello che espri- 
mono le condizioni date, formeranno un sistema eguale in 
numero al numero delle costanti , e quindi serviranno per 
determinare queste costanti. 


333. La principale difficoltà negli esempli consiste nella 
soluzione dell’equazione differenziale Il= 0, e questa diffi- 
coltà è spesso insuperabile. 

Mostreremo ora che quando V non contiene esplicitamente 
la variabile indipendente, si può sempre dare un passo nella 
soluzione dell’equazione differenzialo. Sarà sufficiente per 
lo scopo pratico di limitarci al caso in cui Fnon racchiudo 
alcun coefiìciente differenziale di ordino supcriore al terzo. 

Poiché V si suppone non contenere x esplicitamente, ab- 
biamo pel coefficiente differenziale completo di V 


(ix dx ^ dx 


dx dx 


E per supposizione 


Cosi 


0 = A"- 


dx dx- 


d^Jt 

dx^ 


(!)• 


éZ + 7 > A. o^Iì 'J>l . r!!i' 

dx dx dx ^ dx dx^ dx ^ dx dx'^ dx ^ dx ' 
Ora 


dPdjl . 

dx dx ^ dx dx dx ’ 

d-Q, dy _ ^dq_d {dQdy ^ | 

dx* dx ^ dx dx 1 dx dx dx* ) ’ 

d^lì dy j.dr_d { d^R dy dR dhj dhy ) 
dx^ dx dx dx 1 dx* dx dx dx* (/x* ) 
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Quindi, con l’integrazione, 

d^R dy 


dx 


dQ dy 
dx dx 


5^/ 


+ ^ P(2'. 


dx’ 


in cui C ò una costante arbitraria. Il più alto coefficiente 
differenziale che può trovarsi in (2) ò— che si trova in 

“ KJU^ 


d}R 


così [2) è un’equazione differenziale del quinto ordine, 

la quale è un primo integrale dell’equazione (1) che è del 
sesto ordine. Si possono avere casi particolari supponendo 
che R 0 Q 0 P sia, zero. Per esempio, il più utile caso è 

quello in cui V racchiude solamente 2/ ® sicché (1) di- 


viene 


c (2) diviene 




V: 


pf+C. 

dx 


334. L’equazione differenziale A'=0 è anche suscettibile 
di una integrazione quando V non contiene la variabile di- 
jiendente. Poiché allora ÌV^=0, e l’equazione diviene 


e quindi 


dx 


d^Q d^R 


dx* ^ dx? 

p dQ d*R 
dx dx* 


- . . . = 0 , 


. . . = C7. 


rr, r (jjp 

335. Sappiamo che I V dx = I V ~ dy, supponendo i li- 
J Xo J dy 

miti dell’integrazione rispetto ad y presi in modo da corri- 
spondere a quelli dell’ integrazione rispetto ad x. Ed i coef- 
ficienti differenziali di y rispetto ad x si possono esprimere 
in termini dei coefficienti differenziali di x rispetto ad y. 


Così 


in/ 


.dx 


V -j^ dy possiamo riguardare y come la variabile 

indipendente, ed x come la variabile dipendente, e procedere 
a trovare il valore massimo o minimo dell’ integrale in questa 
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nuova forma. Possiamo esser certi a friori, poiché il pro- 
blema non è realmente mutato con questo camlhamento della 
variabile indipendente, che otterremo lo stesso risultato come 
se avessimo lasciato la primitiva. variabile indipendente. 

Quindi si può vedere che i casi considerati negli Art. 333 
c 334 coincidono. 


336. Ancora, supponiamo che V contenga solamente^ e 
Allora l’equazione differenziale Z'=0 si riduce a 

dx^ dx^~ ' 

/ 

onde, con l’ integrazione, 

dx ’ 

dx dx dx 


Inoltre 


_ dp dQdp dq ^ 
* dx dx dx ’ 


dx 


onde, con l’integrazione, 


V— Qq CfP + Cj. 

Qui Ci e C, sono costanti arbitrarie. In questo caso l’ equa- 
zione differenziale A' =: 0 è del quarto ordine, ed il risultato 
che abbiamo ottenuto ò un’equazione differenzialo del secondo 
ordine; sicché abbiamo effettuato due passi nell’integrazione 
dell’ equazione differenziale A'=0. 

337. Procederemo ora a considerare alcuni esempii; sic- 
come abbiamo già detto ci limitiamo interamente sWa. prima 
parte del procedimento per trovare i valori massimi e mi- 
nimi; si vegga l’Art. 325. 


338. Trovare la linea più breve tra due punti. 

Si propone questo esempio sémplicemente allo scopo di 
illustrare le formolo, essendo ovvio che il risultato devo es- 
sere la linea retta che congiunge i due punti. 


« 


♦ 
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Qui V= v' (1 + f-) cd U = V (1 + dx. 

Cosi V racchiude solamente p, e l’equazione K=-0 si riduco 

dP j) 

a-r- = 0; cosi P deve essere una costante, cioò, , — — 
dx ’ V(l+i^-) 

devo essere una costante. Ciò mostra chej9 deve essere una 
costante, e quindi la linea richiesta deve essere una linea 
retta. 


In questo caso 


7/,-//o = - 


'dhPi 


('Ho Po 


v'(i+^),^) =iv) 

Se ora i due punti sono punti abbiamo Sy, = 0 e Sj/o=0; 
cosi svanisce. Allora il valore di p si dove trovare con 

la condizione che la linea retta passi per i duo punti fissi. 


Snpponiamo però che le ordinate dei due punti non siano 
fisse; le ascisse sono fisse poiché x^ ed x„ si ritengono in- 
variabili. In questo caso &//, e ò»/g sono arbitrarie; e quindi 
7T, — 7/g non svanirà necessariamente a meno che non sva- 
niscano i coefficienti di 3;/, e 3i/„. Ciò richiede che^;, e^„ 
svaniscano, e siccome p è una costante per supposizione 
questa costante deve essere zero. Cosi lo nostre formolo sono 
d’accordo col fatto ovvio, che qnando duo linee sono paral- 
lele la più breve distanza tra loro si ottiene tirando una 
linea perpendicolare ad entrambe. 

339. Trovare la curva della più celere discesa da un punto 
dato ad un altro. 


Ciò che segue è una più estesa dichiarazione del signi- 
ficato di questo problema. Si supponga un tubo levigato 
indefinitamente sottile che congiunge i due punti, ed una 
molecola pesante che scorra lungo questo tubo; si vuol co- 
noscere la forma del tubo affinchè il tempo della discesa sia 
un minimo. 11 problema è conosciuto col nome della Iraclii- 
stochrona; esso fu proposto la prima volta da Giovanni Ber- 
uoulli nel 1696, e diede origine al Calcolo delle Variazioni. 

Supporremo che la curva richiesta giaccia nel piano ver- 
ticale che contiene i duo punti dati. Sia 1’ asse delle y mi- 
surato verticalmente verso basso, e facciamo passare l’asso 
delle X per il punto dato superiore. La molecola si suppone 
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partirò dalla quiete, od allora per i principi! della mecca- 
nica la velocità alla profondità 1 / ò y' 2gìj). Cosi il tempo 

f Possiamo allora prendere 


della discesa è 


Vi/ 


Qui V racchiude solamente ycjp; sicchò, per l’Art. 333, 
dobbiamo avere per un minimo 


cioè, 


onde 


r= Pp -t- c, 

\U V!2/{l-bÌ'')ì ' 
I - e 


Quindi j/(l |jj-)=:ad una costantc = 2« supponiamo; 


onde 


quindi 



V 

quindi a = a vcrs~* - — -f 5, in cui è un’altra 

(l> 

costante. 


Ciò mostra che la curva richiesta è una cicloide con la 
sua baso orizzontale, il suo vertice in basso, ed una cuspide 
nel punto supcriore. Possiamo supporre l’origine nel punto 
superiore sicché = 0, ed allora ù = 0. 


Qui 




r p'^ìf ] 

f p'-n 1 


L V ì ! -• 


1 

V(2a) 




Siccome supponiamo che tutti e due i punti estremi siano 
fissi Qij, e &;/„ svaniscono, e quindi //, — //, svanisce. 
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La costante a deve essere determinata con la condizione 
che la cicloide passi per il punto dato più basso. 

Supponiamo perù che sia data solamente l’ascissa del punto 
più basso, e non l’ordinata. Allora, come sopra, //„ svani- 
sce, ed = '•f . Ora 5y, è arbitraria, affinchè H. sva- 
V [‘‘^1 

nisca, dobbiamo avere J9, = 0; cosi la tangente della cicloide 
al punto limite inferiore deve essere orizzontale. Questa con- 
dizione deve essere usata in questo caso per determinare la 
costante a. 

340. Possiamo modificare il problema precedente suppo- 
nendo che la molecola non parta dalla quiete, ma parta con 
una velocità assegnata. In questo caso supporremo che l’asso 
delle X non sia condotto pel punto supcriore, ma sia preso 
in modo che la velocità nel punto di partenza sia quella che 
si acquisterebbe scendendo dall’asse dello x sino al punto 
fisso superiore. La soluzione rimane come prima, la cuspide 
della cicloide però non è più nel punto fisso supcriore, ma 
nell’asse delle x. 


341. Trovare la curva che congiungo due punti fissi tale 
che l’ area tra la curva, la sua evoluta, ed i raggi di cur- 
vatura nello suo estremità sia un minimo. 

Per l’Art. 159 l’ espressione che si deve rendere un mi- 
nimo è 

Qui V racchiudo solamente j» o c quindi, pt>r l’Art. 336, 
dobbiamo avere per un minimo 


cioè. 


onde 


I — Q^[ -f CfP -p t/2, 

(1 4^2 _ (.1 + 


9 + C-i, 


(C^j) -P q 2 

(1 vp-^r- 
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Con r integrazione 


C, tan-J = 4a; + Cy 




Inoltre fi ^ ^ >' 

onde con T integrazione , 

C, tan~' = 4y + costante ; 

si aggiunga ai duo membri di questa equazione, ed ab- 
biamo 

Ci tan-'p + = 4y -f (7* (2). 

Si elimini tan“’^ da (i) o (2); cosi 

— ^ ^^2/ - 4 C,o; + C, C* - C. C., 

onde ■Jl'+l‘"l = 2,iJ;ySc;+lir 

in cui B ò tale che 45 =. C^C^— Ci Cy 

Dinoti s la lunghezza dell’ arco della curva misurato da 
un punto fisso ; allora, integrando 1’ ultima equazione , ab- 
biamo 

s C— {Cpj — CiX -b B). 

Ciò mostra che la curva richiesta ò una cicloide ; si vcg'ga 
l’Art. 72. 

Dobbiamo ora esaminare resprcssiono TT, — ZT^; ahlùnmo 

Siccome i punti estremi si suppongono fissi , c ò/;„ 
svaniscono; così 
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Supponiamo s’imponga la condizione che le tangenti della 
curva richiesta debbano avere direzioni fisso nei punti estre- 
mi ; allora e svaniscono , ed //, — svanisce. In 
questo caso la cicloide deve essere determinata dallo con- 
dizioni che e.ssa passi per i due punti dati., e lo suo tan- 
genti abbiano direzioni fisse in questi punti. 


Se, però, non è imposta alcuna condizione sui valori di 
p ai limiti, dobbiamo avere Q, — 0 e Qu = 0, afilnchò — 

svanisca. Ora Q=:-- ed il raggio di curvatu- 

(1 I- 

ra— - Cosi questo raggio di curvatura deve svanire 


nei punti estremi, cioè, la cicloide devo avere cuspidi in quei 
punti. 


342. Trovare la forma di un solido di rotazione, affinchè 
la resistenza nel muoversi attraverso un fluido nella dire- 
zione del suo asse sia un minimo , adottando la teoria or- 
dinaria della resistenza. 


Si prenda l’asse delle x per asso di rotazione. Allora adot- 
tando la teoria della resistenza che è spiegata nelle opere 
sull’ Idrodinamica, l’espressione che deve essere un minimo 
si è 



\ -r p~ 


dx. 


^Qui V racchiude solamente y cp, e quindi per l’Art. 333, 
dobbiamo avere per un minimo 


V=Pp^C, 


cioè. 

yp^ 

\ -V p^-~ + p^f^ ^ ' 

onde 

(1 


Questa è un’equazione diflercnziale per determinare la curva 
richiesta. 
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Integrali con limiti soggetti a variazione. 

343. Abbiamo ora sufiìcicntcmeutc ^piegato od illustrato 
il metodo per trovare il valore ma.ssimo o minimo di una 
espressione integrale che racchiude una variabile indipen- 
dente, quando i limiti dell’ integrazione si suppongono in- 
variabili. Procederemo ad alcune estensioni del problema; 
ed incominciamo dal considerare la modilìcazione che nasce 
suiqjonendo i limiti dcirintcgrazionc variabili. 

Supponiamo, per esempio, clic si abbiano due curve date 
in un piano verticale, e diesi voglia trovare la curva della 
più celere discesa da una di quc.ste curve all’altra, la mo- 
lecola partendo con la velocità acquistata nel cadere, da una 
data linea orizzontale. Qui dobbiamo trovare il punto nel 
quale la molecola deve lasciare la curva superiore, ed il 
punto della curva inferiore verso del quale essa deve pro- 
cedere, come anche il cammino che deve percorrere. Dob- 
biamo quindi effettuare di più che negli esempii sinora con- 
siderati, e spiegheremo ora come si debba procedere. 

Sappiamo, da quanto ò stato già detto, che la curva deve 
essere una' cicloide con la sua baso orizzontale ed una cu- 
sj)ide sulla data linea orizzontale. Infatti supponiamo ógni 
altra curva condotta da un punto della curva superiore ad 
un punto della inferiore; questa curva non può essere quella 
del minimo tempo, poiché sappiamo che, .senza cambiare i 
punti estremi, possiamo trovare una curva di più celere di- 
scesa in paragono di questa curva, vale a dire una cicloide 
con la sua base orizzontale, cd una cuspide sulla data linea 
orizzontale. Poiché dunque conosciamo che la curva richiesta 
deve essere una tale cicloide, la parte del problema che di- 
luendo dal Calcolo delle Variazioni si devo considerare riso- 
luta; e possiamo investigare, con le ordinarie regole dei 
massimi e minimi , la posizione della cicloide particolare 
per la quale il tempo é un minimo. In fatti, prendendo ar- 
bitrariamente il punto iniziale ed il punto finale, possiamo 
trovare l’equazione della cicloide che passa per questi punti; 
allora il tempo della discesa diverrà una funzione nota delle 
coordinate del punto iniziale c del punto finale, e possiamo 
determinare per quali valori di queste coordinate il tempo 
é un minimo. 
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344. Abbiamo mostrato nell’articolo precctlcnto cho non è 
assolutamente necessario di fare alcuna modificazione nelle 
nostre formolo por includere il caso in cui i limiti dell’ in- 
tegrazione si suppongono suscettibili di cangiamento; poiché 
il procedimento già dato, combinato con le regolo ordinarie 
del Calcolo Differenziale, ci abiliterebbe a risolvere ogni esem- 
pio. È però conveniente di presentare insieme tutto ciò che 
ò necessario per risolvere tali csempii, c conformemente ag- 
giungeremo ora le richiesto modificazioni delle nostro formolo 
primitive. Come sopra, sia 



Supponiamo cho oltre al cambiamento di y \u y Zy i limiti 
Xf ed x„ siano cambiati in x^ + dj, ed x„ -f- dx„ rispettiva- 
mente. In conseguenza di questo cambiamento di limiti U 
riceve l’incremento 

’ rr,-rdx, p«+rf*„ 

/ Vdx- Vdx, 

J X, J x^ 

cioò, trascurando i quadrati e le potenze superiori di dx, c 
dx^, U riceve l’incremento 

r,dj, - r„d.r„. 

Se aggiungiamo questo aH’esprossiono già data per ZU, ot- 
terremo il cangiamento completo di U in conseguenza della 
variazione di y, o del cangiamento dei limiti. 

345. Se nessuna condizione è imposta sui valori limiti 
delle coordinate, i termini addizionali testò ottenuti, 

F,dx,~ F^dx^y 

si possono solamente far svanire necessariamente supponendo 
F, = 0 e F„ = 0. Cosi introduciamo due nuove equazioni in 
addiziono a quelle cho si ottengono da //, — //„=: 0; e nello 
stesso tempo abbiamo due nuove quantità da determinare , 
cioè, x„ ed j-,. Però, un caso più comune ò quello in cui i 
valori limiti debbono soddisfare date equazioni. Un tal caso 
lo abbiamo già indicato nell’Art. 343, in cui si richiede una 
curva, di cui i punti estremi debbono giacere su curve date. 
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Considereremo quel limito dell’integrazione pel quale le 
quantità sono distinte con Tindicc 1. Sia 

r = y + 5y, 


allora se non vi fosse alcun cambiamento del limite, i valori 
estremi dello variabili sarebbero a;, ed y, prima della varia- 
zione ed X, ed J", dopo della variazione. Se però a:, si muta 
in ir, + (Ix, , }\ si cangia in 


1(PF,, ,, 1 


cioò, trascurando i quadrati e lo potenze superiori di dx,, 
Y, si cangia in 7, -f trascurando il prodotto 

5p, f/iT, , in l/l + ^•^ 1 - Supponendo quindi che la 

relazione data che deve essere soddisfatta dai valori estre- 
mi sia 


Y=à{X], 

dobbiamo avere !/i = 't' (^i) » 

ed ancora 

Vt + ^Ui + (^),j = 'J' {‘fi + '/■fi) = ^ (^i) + 'l'' (a^i) 

al primo ordine. Cosi 



dXf . 


Ciò dà una relaziono tra 5t/^ c dXf, sicché possiamo elimi- 
nare una. di esse dal valore completo di oU. 


Similmente, si può trovare la relazione tra oy^, e dx^- 
Nei problemi geometrici ò la tangente dell’ inclina- 

zione all’asse dello x della linea che tocca la curva richiesta 
al punto limite; c 'y(x,) è la tangente dell’ inclinazione 
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all’asse dello x della linea che tocca la curva data in quel 
punto. 


Si può notare un caso particolare che ò alle volte utile. 
Supponiamo che il cangiamento comjdeto di y^ debba essere 

zero; questo dò <?.r, = 0; similmente se il can- 

giamento completo di deve essere zero, + ( t" ) tìXo = 0. 

\ (IX/ 1> 


340. Consideriamo ora il caso della brachistochrona, pro- 
blema che è stato enunciato nell’.òrt. 343. 

Sia la notazione come nell’Art. 339. Allora 


ÒU= V,dx,- T’^dr^ 


r p'df 

-1 -[ 

p^ìi 

_ì 

L\';y li p- 

jJi L 

V!l/(1 rp- 

1-1» 



dP 

Como sopra dall’equazione A' = ® deduciamo 

(IX 


1 

cosi 5U= V, d.r, - V^dx^ f -r^-r vP^'JÌi ~ {P^'JÌoì- 

Supponiamo che l’equazione della curva fissa dalla quale 
la molecola deve partire sia 1' = -/ (.V’, e che l’equazione della 
curva fissa alla quale la molecola dove arrivare sia (A’’). 
Allora per l’articolo precedente abbiamo 


^’Ji = > ^Uo = ix'W 

Così il valore di òU si può mettere sotto la forma 
S = X, dx^ — X, dx^ ; 


in CUI 


--f' 

1 VlLUh") , P 


\'Vi 


+ 


Vl2a) 
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0 similmente 

Poichò dXf e dxQ sono arbitrarii, SU' non svanirà neces- 
sariamente a meno che X, = 0 e X„ = 0. Cosi 

1 +Pi ’y(x,) = 0 ed 1 = 0 ; 

e ciò mostra che la cicloide deve tag-liare ciascuna delle due 
curve fisse ad angoli retti. 


347. Finora abbiamo tacitamente supposto che la funziono 
V non racchiuda, i valori limiti delle variabili o dei coef- 
ficienti diflferenziali. Supponiamo ora però che V contenga 

••• 


(1) Supponiamo che .t„ ed r, non siano suscettibili di al- 
cun cangiamento. Quando y si muta in y + oy, oltre la va- 
riazione che abbiamo già investig-ata, V riceverà una va- 
riazione addizionale proveniente dal cangiamento in i/q, y,,... 
che si trovano esplicitamente in V. Questi termini addi- 
zionali in 5 V sono 

* 


dl\ dF^ dV ^ dV ^ 


e per conseguenza si trovano in i seguenti termini ad- 
dizionali , 



dV^ , dV^ , 


dV ^ dV ^ , 


•! 


dx. 


Ora òy^, Sy, , òp„, òp, , . . . non sono funzioni della va- 
riabile X, ma solamente dei valori limiti di x ; possiamo 
quindi i^ortare questo quantità fuori del segno integrale o 
scrivere i termini addizionali cosi , 


, r‘dv, , r'dv , r'dv, , 


Ora la presenza di questi termini addizionali non modi- 
ficherà il ragionamento col quale si è mostrato nell’Art. 330 
che dobbiamo avere A’ = 0 affinchè U possa essere un mas- 
simo o un minimo. Questi termini addizionali debbono es- 
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sere annessi aH’csprcssionc //, — II „ , ed il tutto si deve far 
svanire. Poichò la relaziono tra x ed y si suppone trovata 
per mezzo dell’equazione A' = 0, le espre.ssioni sotto i segni 
integrali in questi termini addizionali diventano funzioni 
definite di x, sicché le integrazioni indicato si possono ef- 
fettuare, almeno teoreticamente. 


(2) Supponiamo che x„ ed rr, siano anche mutati, o diven- 
tino x„ + dx„ ed a;, 4 - f/.r, risjiettivamento. Allora V riceve 
l’incremento addizionato 


com- 


in cui [^] e [^] indicano coefficienti dilfercnziali 

jìJeti; vale a diro, dobbiamo rammentarci che x„ si trova 
implicitamente in i/o » • • •> c similmente per a:,. 

Cosi oltre dei termini addizionali che abbiamo già dati 
SU ricevo l’incremento 

e questa espressione devo essere annessa all’aggregato for- 
mato da — e dai termini addizionali già dati. 


348. Como esempio prenderemo un’altra modificazione del 
problema della brachistochrona. Supponiamo duo curve date 
nello stesso piano verticale , o si voglia trovare la curva 
della più celere discesa da una di queste all’ altra , il mo- 
vimento incominciando sulla prima curva. 

Sia l’asse dello y misurato verticalmente in basso ; sia ?/„ 
l’ordinata del punto di partenza, allora quando l’ordinata c 
y la velocità ò V 12/7 ili - I/o) ì> 

Cosi possiamo prendere 
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Dobbiamo quindi cambiare y in y — y^ nella Boluzionc del- 
l’Art. 346, ed aggiungere all’espressione ivi data di SU' i 
termini trovati nell’ Art. 347. 

,/fl +0*1 

Qui — —, ; sicché è il solo valore limite che si 

•JiV-Vo) 

trova in F. Dobbiamo quindi aggiungere al primo valore 
di SU 

c Fi _ rf F / </j/\ 

“ dijQ \dxJo 

Quindi per l’Art. 346, dopo di aver posto AT=0, abbiamo 

w=ì.,dx, - xjx „ + jsj. + 

in cui X, e X,, hanno i valori assegnati nell’ Art. 346. 

Ora nel caso attuale 

fVo ~ ~ dx* 

quindi f dx = P^ — P^= ; 

^ ^ come nell’ Art. 346. 


Così 5 Z7 = X, dx^ — X„ dXo + 


y/ (J^o) 
V(2a) 




Allora eguagliando a zero i coefficienti di dx^ e dx^ ab- 


biamo 


sicché 

2 . 


1+M'W = 0 cd 1 +i>,X'(-^o) = 0, 


40 
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Cosi la cicloide tag-lia la curva fissa inferiore ad angoli 
retti, e la tangente alla curva fissa superiore nel punto ini- 
ziale è parallela alla tangente alla curva fissa inferiore nel 
punto finale. 

Integrali con due tariàbili difendenti. 


349. Abbiamo finora supposto che V sia una funziono con 
una sola variabile dipendente; supponiamo ora che V sia 
una funzione di due variabili dipendenti. 

Sia V una funzione di x, y, s, e dei coefficienti differen- 
ziali di y 0 2 rispetto ad x ; sia 

Z7 = r‘ Vdx, 

•'^0 

e cerchiamo la variazione nel valore di IT quando y e 2 ri- 
cevono variazioni. 


Procedendo come nell’ Art. 328 otterremo il seguente ri- 
sultato 

8 £/■ = //,- //o + - /o -b f ’ (JTSy + Llz) dx , 

J ^0 

in cui i simboli hanno i significati seguenti ; 

8y, come prima, dinota una variazione arbitraria data ad y, 
cioè, 6y è una funzione arbitraria indefinitamente piccola dix; 

JT, come prima, dinota 

^__ddF d^ dV 
dy dxdy'^dx^dy" 


m CUI 


dV 

dy’ 


dy'’ 


dV 

dy" 


dx dy' ’ (/x* dy" ’ ' 


sono coefficienti dififerenziali par- 
. . sono coefficienti differenziali 


comfleti rispetto ad x; 

6z è una variazione arbitraria data a z, cioè, Sz è una fun- 
zione arbitraria indefinitamente piccola di x\ 


L è relativamente a z quello stesso che K relativamente ad 
y, cioè 


~~ dz dx dz' ^ rf.T* dz" 
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H^ — H^ ha il significato già dato, ed ^ relativa- 

mente a 5 lo stesso che — //„ relativamente ad y. 


350. Procediamo ora a trovare un valore massimo o mi- 
nimo di U nelle supposizioni dell’articolo precedente. 

(1) Se y e z sono indipendenti, affinchè ÒU possa certa- 
mente svanire dobbiamo avere 


jT=0 ed Z = 0; 

ed anche J7, — -b = 0. 


I valori di y e z in termini di x debbono trovarsi risol- 
vendo le equazioni differenziali JT= 0, Z = 0 ; e le costanti 
arbitrarie che si trovano in queste soluzioni debbono deter- 
minarsi eguagliando a zero i coefficienti delle quantità ar- 


bitrarie oy„ , 5y, , 



5z 


0 > 



. . che 


si trovano in ZT, — .ffo -f- 


(2) Supponiamo però che y e z non siano indipendenti, 
ma che siano legati dalla relazione 9 (x, y, z) = 0, che deve 
sempre valere. Poiché si suppone che questa relazione regga 
sempre, abbiamo ancora 


9 [x, y + Sy, z + 6z) = 0 ; 


e quindi ultimamente 


eh ^ d? ~ A 


Cosi l’integrale 1 [Kòy L òz) dx diviene 

J Xo 



cd affinchè questo svanisca abbiamo la sola condizione 

E.-ÌL- 

d(f d(f' 
dy dz 
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c da questa equazione differenziale combinata con cp(j,y,2) = 0, 
dobbiamo trovare y g z. 

Come prima, dobbiamo anche avere 


JT^ — ITg + Jg — 0. 


351. Come esempio prendiamo il seguente problema; de- 
terminare una linea di minima lunghezza sopra una data 
superficie curva tra due punti dati. 

Qui abbiamo 


é + (a)’ + (S)ì =/l; '/(i + +'='’) -i- : 


così 


d y' 

dx V(l-f y'*-l-z'*j’ 


Z = - 


£. g' 

dx Vii +y'* + z'^) 




sia 9(x,y,s) = 0, l’equazione della superficie sulla quale giace 
' la linea. Allora per l’articolo precedente abbiamo, come con- 
dizione per un minimo 

d y' d z' 

dx V(1 +y'*-+z"‘) _ dx ^'(l +y'^+z"^) 
dz) d<^ 

dy dz 

llappresenti s la lunghezza dell’arco della curva; allora 
y' _ dy ' z’ _dz 

Vii + ® V(l+y'* + -'*)“"^‘ 

Cosi l’equazione precedente si può scrivere 


dhy 

dz 

dd 


d^ 
ds^ 
do ' 
Iz 


,{ 1 ). 


Da questa possiamo congetturare per simmetria che cia- 
scuna di queste frazioni è eguale a 


do 

dx 
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c ciò possiamo dimostrare; infatti da (1) ciascuna delle fra- 
zioni per un noto teorema di algebra ò eguale a 

dy d?y dz d^z 
ds ds^ ^ ds ds"^ ^ 
dy f/9 dz dtf’ 
ds dy ds dz 

c poiché l’equazione 9 {x, y, ^) = 0 vale per ogni punto della 
curva, abbiamo 

dtf dx d(f dy dz_ 
dx ds dy ds ^ dz ds ~ ’ 

inoltre per un noto teorema 

dx (Px dy dhf dz drz _ 

ds ds^ ds ds^ ds ds^ ~ 

Quindi una linea di minima lunghezza ò determinata 
dalle equazioni simmetriche 

d^x èPy (Pz 

ds^ _ ds^ _ 

dy f/9 ^9 

dx dy dz 

Si dimostra nelle opere sulla Geometria a tre dimensioni 
come le equazioni (2) indicano che il piano osculatore in 
ogni punto della curva contiene la normale della superfìcie 
in quel punto. 


Massimi e Minimi relativi. 

352 . Rimane ancora a considerare una classe di problemi, 
chiamati problemi dei valori massimi e minimi relativi. Sup- 
poniamo si voglia che un certo integrale U abbia un valore 
massimo 0 minimo mentre un altro integralo TV, che con- 
tiene le stesse variabili, ha un valore costante; per esempio 
possiamo richiedere una curva che racchiuda un’area mas- 
sima sotto un dato perimetro. Qui non si richiede che SU' 
svanisca sempre, ma solamente che essa svanisca per quelle 
relazioni tra lo variabili che danno un defìnito valore co- 
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stante a JT; ciò è in fatti, il richiedere che 5Z7 svanisca 
per tutte quelle relazioni tra le variabili che fanno sva- 
nire 5 IF. 

Il problema si risolve trovando un valore massimo o mi- 
nimo di Z7-l-aTF, in cui a dinota una costante; poiché in 
questa soluzione siamo certi che 5^7 -raSJF svanisce neces- 
sariamente, e quindi SU’ deve svanire sempre che svani- 
sca 5W. Nella soluzione si trova la costante a, ed il suo 
valore deve essere determinato col fare che l’integrale W 
abbia il valore costante che si suppone dato. 

Se si vuole che W sia un massimo o un minimo men- 
tre U rimane costante, procederemo nello stesso modo a tro- 
vare il massimo o minimo di TF+iU, in cui d b una co- 
stante; e se supponiamo i = -, otteniamo l’espressione 
1 . ® 

-(U-t- aJFj. Così per questo problema si otterrà la stessa 

soluzione come per quello in cui U deve essere un massimo 
0 minimo mentre TF è costante. 

Procediamo ora ad alcuni esempii. 


353. Si voglia trovare una curva di data lunghezza che 
congiunge due punti fissi, in modo che l’area limitata dalla 
curva, l’asse delle e le ordinate dei punti fissi sia un 
massimo. 

Qui U=r'ydx, W= r V (1 +i>*) dx ; 

J Xq J Xq 

sia y -f \/{l allora dobbiamo investigare un va- 
lore massimo o minimo di / V dx. Sotto al segno integrale 

J Xq 

abbiamo solamente y e j)‘, quindi per un massimo o minimo 
per l’Art. 333, dobbiamo avere 

V = P^>+C,, 


cioè , 


cioè , 


'J + -V(i+i>') = 7Trt?i + c'.. 
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Cosi 


1 


a* 


ondo 


rfrrV 1 _ (C, — 7/)* 

.dy) ~ a* -(C'i -?/)*’ 


quindi a; ( 7 ^ — _ y] 2 j. 

Questo mostra cho la curva richiesta 6 un arco circolare. 

Poiché i punti estremi si suppongono fissi, la parto di 
S V che dipendo dai limiti svanisce. 


Le costanti C,, (7,,a debbono essere determinate facendo 
che r arco circolare passi per i dati punti fissi ed abbia tra 
essi la data lunghezza. 


354. Data la lunghezza di una curva, trovare la sua forma 
in modo che la profondità del centro di gravità sia un 
massimo. 


Si prenda l’asse delle x orizzontale, e l’asse delle y ver- 
ticale in basso. Dinoti b la lunghezza della curva; allora 

1 

la profondità del centro di gravità è t / y \l e 

la lunghezza è / \/(l + do;. 

/ Xn 


Sia 




allora si cerca un valore massimo o minimo d 
Qui per l’Art. 333 dobbiamo avere 
V=Pp+ Cf, cioè. 




Vdx. 


y 

b 

onde 


V(1 + a V(1 +i)*) 




+ ' 


af’ 


y -f ab 

TÙTT) 


-bC,-, 


+ C|, 


quindi 


1 f = 


(?/ + ab]' 

b'C,' ’ 
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l=7T¥T^^ = 

onde x = A\o^\y + B+>^[{y + B)'-A^\]-\-C^_, 
in cui Cj è una nuova costante, ed .4 = e B = ah. 

Questa equazione mostra che la curva richiesta è una ca- 
tenaria. Se lo estremità della curva richiesta si suppongono 
fisse, i termini dipendentf dai limiti svaniscono, e le costanti 
A, B, C 2 si debbono determinare facendo che la catenaria 
passi per i punti fissi ed abbia tra essi una data lunghezza. 
Supponiamo però che in vece di essere fisse lo estremità 
siano solamente costrette a giacere su curve fisse. Procedendo 
come nell’ Art. 346 otteniamo i seguenti termini ai limiti; 

V^dx^ - + P,S;/, - P^òy^. 

Consideriamo i termini con l’indice 1; abbiamo 

VidXt -b cioè, + a) V(1 +Pi*) (j + 

Ora supponendo y — ^(x) l’ equazione della curva fissa, 
abbiamo S)/| = { '{''{aJj) —Pt | dx^, sicché il termine si riduce ad 

Affinchè questo svanisca dobbiamo avere 1 -0, 
poiché 1 /, + ab non può svanire, siccome allora £r, sarebbe 
impossibile. Un simile risultato ha luogo per 1’ altro limite; 
si vede cosi che la catenaria deve tagliare le curve fisse ad 
angoli retti. 

355. Data la superficie di un solido di rotazione, trovare 
la sua natura affinché il volume contenuto sia un massimo. 

Si prenda l’ asse dello x per l’ asso di rotazione. Allora la 

superficie é 2i: / y\l{l+p^)dx, ed il volume è zi y^dx. 

J Xq J Xq 

Sia V=y^ + ay (1 allora dobbiamo trovare un va- 
lore massimo 0 minimo di 
biamo avere 

V^Pp f C, 


f 


Vdx. Qui peri’ Art. 333 dob- 
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ciois 

onde 


V- r aìj V il ■\-f ] - - 


ayp' 


\’(1 + f ) 


-f ( , 


l/* + 


a,7 


V(1 +P^) 


= c, 


Questa ò l’equazione differenziale della curva che con la 
rotazione prcncrcrebbe la superficie richiesta. Supponendo che 
le estremità della curva generatrice debbano essere punti 
fissi, i termini ai limiti svaniscono. 


Se ciascuno dei punti fissi è sull’asse di rotazione, il va- 
lore 7 = 0 deve soddisfare all’equazione della curva; così 
f=0. Allora l’equazione generalo si riduce ad 


y* + 


aij 


; 0 , onde y -f 


a 


■ = 0; 


' \/(i +7*) 

questa dà un arco circolare per la curva generatrice. 

Un’ ulteriore discussione di questo problema si troverà nel 
Phiìosophical Magazine por Luglio e per Agosto 1861. 


356. Data la massa di un solido di rotazione di uniformo 
densità, si cerca la sua forma affinchè la sua attrazione sopra 
un punto nel suo asse sia un massimo. 

Si prenda l’asso delle x per quello di rotazione, c la po- 
siziono del punto attratto per origine. 


Sia il solido diviso in strati indefinitamente sottili con 
piani perpendicolari all’asso delle x. Se y rappresenta il 
raggio di uno strato, x la sua distanza dal punto attratto, 
X la sua spessezza e p la sua densità, l’ attrazione ò fper la 
Statica) 

Quindi r intera attrazione del solido è 



1 - 


,/l r* .1. 




<1x ; 


0 la massa del solido ò 


2 . 



7* dj. 


•U 
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Così sia r = 1 r- 

. / J 


X 


+ ri 


+ ay^; allora dobbiamo inve- 


r' 

stigare il valore massimo o minimo di / Fd.r, 

J x„ 

(IP 

La condizione N p + ...=;0 si riduce qui ad iV^O, 

(IX 


cioè, 


2ay + 


ry 


[x^ + yr 


-=0; 


onde 


2a + I/*)- + x = 0. 


So supponiamo i limiti x, ed x„ suscettibili di cangia- 
mento ablìiarao i termini limiti VfffXf— Vf^dxr, o per farli 
svanire dobbiamo avere F, = 0 e Fo = 0; ciò conduce ad 
y, = 0 ed ?/„ = 0. Cosi il solido deve essere formato dalla ro- 
tazione intorno all’ asse dello x dell’ intera curva chiusa de- 

terminata dall’equazione 2fl (x*-t-y*)"-f a; = 0; il valore di a 
si devo trovare per la condizione che la massa, e quindi il 
volume, è dato. 


Integrali doppii. 


357. Considereremo ora il problema di trovare il valore 
massimo o minimo di un integrale doppio’, ed incominciamo 
dal trovare la variazione di un integrale doppio. 


Sia z una funziono dello variabili dipendenti a; od y por 
ora incognita; sia Funa data funziono di x, y, e sia 

/ X, ry, (IX (ly 

I Vdxdy', r integrazione si suppone effettuata prima 


rispetto ad y, ed i limiti y^ ed y, si suppongono funzioni date 
di X. Si vuol determinare quale funzione - devo essere di x 
ed y affinchè U possa avere un valore massimo o minimo. 


Dinoti ò;: una funzione arbitraria indefinitamente piccola 
di X ed y; dinoti 5 F la variazione prodotta in F quando z 
riceve la variazione òz, e dinoti òU la variazione in al- 
lora dobbiamo trovare prima l’ espressione di Si/'. 
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Dinoti L il coefficiente differenziale parziale di V rispetto 
a ì;, il/ il coefficiente differenziale parziale di V rispetto a 
iÌ0 

j- , cù. N il coefficiente differenziale parziale di V rispetto 


a ; allora abbiamo 
dy’ 


rr É , -\-rdCZ 

oV- Zoz + 3f—i — !- A - 7 — ^ 
dx dy 


in cui, come per lo innanzi, ci limitiamo alla prima potenza 
delle quantità indefinitamente piccole. Quindi 


oU = 




,,drjZ ,rdOZ\ 

Loz + M— h iV^— 7 — ) 

y / 


dx dy 

Il valore di S F si può scrivere cosi ; 


dx dy. 


c quindi 


-T,. d3f dN\ ^ d , d , 


Vo 


dN' 

dy. 

)òz+. 

d3f 

dN\ 

dx 

dy) 


+/XI 

I coefficienti differenziali rispetto ad x e ad y che qui sono 
indicati sono coefficienti differenziali comjjleti. 


Inoltre f f [Nòz] dxdy = f j (-Voz), — (iV&;;)u | dx, 
J y„ dy J 


in cui {Nòz)^ dinota il valore di Nòz quando si pone ?/, in 
vece di y, ed (A^òs)^ dinota il valore di JSoz quando si pone 
j/o in vece di y. 


E per l’Art. 216, 



in cui (J/& 3 ), dinota il valore di 3foz quando si pone y, in 
vece di y, ed dinota il valore di Afoz quando si pone 

in vece di y. 
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Quindi CjD ={ I \L — 3 — ) Ss dx dy 

J xj v,\ dx dìjJ 

-rf^\[NSz],~[NSz),\dx 

+(/">-- "‘'L, -(/!>*''= "Y^x. 

Se i limiti y^ ed sono costanti., gli ultimi due termini 
svaniscono. 


358. Nel valore di SZ7 trovato nell’articolo precedente vi 
è un termine che è un integrale doppio contenente Ss sotto 
i segni integrali , e vi sono diversi integrali semplici che 
dipendono dai valori limiti di Sz. Col metodo già usato 
neU’Art. 330, no seguirà che SU' non svanirà certamente 
se non quando svanisce il coefficiente di Sz sotto il doppio 
segno integrale; così per un valore massimo 0 minimo di U 
abbiamo come condizione necessaria 


^ diV dN_f. 

^ dx dy~ 

Questa è un’ equazione differenziale parziale por trovarci 
in termini di a; ed y; e possiamo diro che lo funzioni ar- 
bitrarie lo quali si trovano nella sua soluzione debbono es- 
sere determinate in modo che i rimanenti termini in 8Z7 
svaniscano. Ma la difficoltà d’ integrare 1’ equazione diffe- 
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ronzialc parziale in generale impedisce ogni pratico esame 
di questi termini ai limiti. 

359. Come esempio, si voglia determinare la superficie di 
area minima limitata da una data curva. 


Qui per l’Art. 170, 


si ponga come al solito 


dz _ dz 
dx~~^' dìj 




d?z 

r/x*' 


d*z _ d^z _ 

dx dìj ~ dìj^ ~ 


La condizione per un minimo si riduco a 


cioè, a — 


dM dN_ „ 
dx ^ dy ~ ’ 

p d 

+ 3T. 


dx V(1 dy v'(l + ?- 


0 , 


cioè, ad 


r(I +_p* + - [pr ^ qs] p -[■ t [\ +;>* + q^) - (ps qt] q = Q, 

cioè, ad (1 + ?*) r — 2pqs -\-(l +p^) i=- fi- 

si dimostra nello opero sulla Geometria a tre dimensioni 
che questa equazione indica che la superficie cercata è tale 
che in ogni punto i due raggi principali di curvatura sono 
eguali in grandezza e di segni contrarii. 

Poiché supponiamo che il contorno della superficie pro- 
posta sia una curva fissa Sz svanisco lungo questo contorno; 
cosi i termini relativi ai limiti in SZ7 svaniscono tutti. 


Distinzione tra i valori Massimi e Minimi. 

360. Faremo ora alcune osservazioni sulla seconda parte 
della ricerca dei valori massimi c minimi degl’integrali; si 
vegga l’Art. 325. 
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Consideriamo il problema di trovare la linea più breve 
tra due punti dati. Qui 


V=^J{ì+p^), U-=r' Vdx. 

■> ^0 

Supponiamo che y si muti in y + Sy, c per conseguenza 
p in_p + Sj3; si ponga in vece di ^ in V g si svi- 

luiipi ; così V diviene 


V(l+jj2) + 


pZp 

W+¥ì 


+ 


{ZpT- ^ 

2{1+p"4 


in cui i termini non espressi sono del terzo ordine c degli 
ordini superiori in Zp. Così otteniamo 


ZU 





[1 +/-]* 


Il primo di questi termini ò quello che per lo innanzi 
dinotammo con ZU, o la ricerca del valore minimo di U 
sin dove finora è stata spinta, consiste nel far svanire questo 
termine. Supponendo adunque che questo termine svanisca, 
c trascurando i termini del terzo ordine e degli ordini su- 
periori, abbiamo 





(1 


dx. 


Se ar, — è positivo, ogni elemento di questo integrale 
ò positivo; cosi ZU h positiva, e quindi si è ottenuto un 
valore minimo di U. 


361. Ancora, si prenda il caso della brachistochrona, quan- 
do i punti estremi sono fìssi. Qui 

Vy J ^0 Vy 

Si muti y in y + Zy, c p in ^ i- c si sviluppi il nuovo 
valore di V- Cosi V diviene 
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\/[l _ \/(l 5y _j_ fio 

^ 3(1 +p2)2(Ò;/)3 plulp ^ [Zpf 

2j/»(1+ìj2)2 


c da questo possiamo ottenere ZU. 

Ora col procedimento dell’ Art. 339 i termini del primo 
ordine in ZU si fanno svanire; quindi trascurando i ter- 
mini del terzo ordino e degli ordini suiieriori, abbiamo 

? IT^ p j ^ P 1 J j. 

2y^-{\+p4'^ 2:/[l ~f-r 

Dobbiamo ora investigare il segno di questa espressione 
quando la relazione tra x ed y è quella che h determinata 
nell’Art. 339; e mostreremo con alcune trasformazioni che 
ZU b positiva. 


Poiché 




nlAiamo W = f' f f + iMJ <!x 

2j(8»? 4a(2«j=' 

1 (3« [Zy]- f Zy Z^} , y (S;j)=| 


2{2ay 


or. 

e siccome i punti estremi si suppongono fissi Zy svanisce 
ai limiti; quindi 


■ 2^ 'jy 

. y 




Ora -7- 




dx\y) y^ dy y- i/» i/ 


2a — y 


Ix, y iJx. 


■i'^lzJLdx- 
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Cosi òU è positiva, 0 quindi si è ottenuto un valore mi- 
nimo di U. 

362. L’articolo procedente mostra come sia possibile cam- 
biare l’espressione del secondo ordine alla quale si riduce 
hU con le nostre precedenti investigazioni, da una forma 
in cui il segno è incerto ad una forma in cui il segno è 
evidente. Una teoria generale rispetto allo convenevoli tra- 
sformazioni di tali termini del secondo ordine è stata data 
da Jacobi; per questo rimandiamo alle opere indicate nella 
fine del presente capitolo. 

Si può osservare che molti dei problemi discussi nel Cal- 
colo delle Variazioni sono tali da poter dedurre con mag- 
giore 0 minore certezza, dalla natura del problema partico- 
lare, che vi possa essere un minimo e non un massimo, o 
un massimo c non un minimo. 


363. Pel problema discusso nell’ Art. 359 ò facile mostrare 
che il risultato dà realmente un minimo. Qui 

r= V(1 +i»* + ?*). v'(i + fi Clx Chj 

Supponiamo z mutato in z + oz, inconseguenza di che p 
diviene p^ Zp c q diviene q -t- Zq, Cosi V diviene 

(1 ?*)"-[- — T- — 7 

I (l+g")l5p)» pqZpZq ^ (1 -f (5^)" 

2 (1 + _ps + qt)^ (1 -tpi + q^f 2{\+p'^-h 


Allora supponendo che si facciano sparire i termini del 
primo ordine, e trascurando i termini del terzo ordine e degli 
ordini superiori, abbiamo 
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<.U= 


1 r. p- (1 + ?*) (S;?)* - 2pqòf(iq + [\+f) (Òq)' 



xj »„ 


(1 +|)* + q' 


dx dy 


.t\i 


^ 1 r. P'. (5j>)» + (5g)« + {qSp-pòq)^ 

Così il termine sotto i segni integrali 6 necessariamente 
positivo; sicché si è ottenuto un valore minimo di U. 


Condizione di Integrabilità. 


364. Nell’ Art 330 abbiamo trovato che .^=0 è una con- 
dizione necessaria per 1’ esistenza di un valore massimo o 
minimo dell’integrale ivi considerato. Può accadere però che 
in alcuni casi la relazione ^"=0 sia soddisfatta identica- 
mente; procediamo a dare un esempio di questo caso e ad 
intcrpetrarlo. 

Supponiamo che si cerchi il valore massimo o minimo di 


Qui 


rLL 

®v'* , 

1 ^y"^ 

■'«.Vy 

’y® 

^ y / 


V y* y ’ 


N= — = - _ £1^ 

dy 1 / y* ’ 

dV _1 2iy' 

dy' y y* ’ 


dV 
dy"~y 


N- — 4. --'La. _ ^y" 

dx^ dx* y* y* y* 

_(_»/_ V _ 2jy” 4.T?/'* I 

1 y* y* y® y® i 

2y' xy" 2.ry'* 

y* y* y* ’ 

2 . 


42 
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Riunendo i termini si troverà che 
„ dP , 

svanisce. Così In questo esempio la relaziona A’ = 0 è una 
identità., e non possiamo ottenere da essa alcun valore di y. 

In questo esempio troveremo che 

J y 

cioè, l’integrale J Vdx si può ottenere senza assegnare il 
valore di y in termini di x. Così se vogliamo trovare un 
valore massimo o minimo di / Vdx, dobbiamo investigare 

un valore massimo o minimo di ( — ) — ( — ) . Non si 

\y/t \y/o 

tratta adunque di un massimo o minimo di un’espressione 
integrale indeterminata della specie finora considerata, ma 
di un massimo o minimo di un’espressione libera dal segno 
integrale. 

Questa specie di problema di massimo e minimo è con- 
siderata in alcuni dei trattati estesi sul Calcolo delle Va- 
riazioni; siccome essa non presenta molto interesse riman- 
deremo lo studente a tali opere. 

365. Dimostreremo ora generalmente che la condizione 
necessaria e sufficiente affinchè V sia integrabile senza as- 
segnare il valore specifico di y in termini di x, si è che 
JST=0 sia identicamente vero. Un’espressione la quale è in- 
tegrabile senza assegnare il valore specifico della variabile 
dipendente in termini della variabile indipendente si dice 
alle volte essere integrabile ^er se, o pure essere immediata- 
mente integrabile. 


366. Dimostriamo prima che la condizione è necessaria. 
Supponiamo che V contenga x, y ed i coefficienti differen- 
ziali di y rispetto ad x sino a inclusivamente. 
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Se la funzione V h immediatamente integrabile l’ iute- 



Vdx si può esprimere nella forma 



in cui la forma della funzione dinotata da 9 rimane immu- 
tata qualunque sia il valore di y in termini di x. Ora sup- 
poniamo che y riceva una variazione tale che lasci inalte- 
rati i valori di 7/ e dei suoi coefficienti differenziali ai li- 

r' 

miti; allora dal valore di / Vdx segue che 

J Xq 

sT' Vdx = 0; 

cosi per l’Art. 329 



_d ^ fP dV 
dx d\j ^ dx^ dy" 


dx — 0. 


Ma questo non può essere vero qualunque sia 5y, a meno eh* 


dy dx dy' ^ dx- dy" ' ’ ‘ ’ 

e se questa equazione non è identicamente vera essa deter- 
mina y come una funzione di x. Cosi so F è immediata- 
mente integrabile la relaziono X = 0 deve essere vera iden- 
ticamente. 


In secondo luogo dimostreremo viceversa che se questa 
condizione è soddisfatta F è integrabile immediatamente. 
Ordinariamente si considera sufficiente il dire che se regge 

p. 

questa condizione la variazione di / F dx dipende sola- 

J 

mente dai valori limiti di x, 1/ ed i coefficienti differenziali 

p. 

di y; e quindi | F dx deve esso stesso dipendere solamente 
J 

da questi valori limiti, cioè, F deve essere integrabile im- 
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mediatamente. Nondimeno riprodurremo una dimostrazione 
più soddisfacente che è stata data di questa proposizione. 

Supponiamo F = ? (ar, y, y', y " ,...). 

Dinotino « e » due funzioni di x per ora indeterminate; 
dinoti a una quantità che varieremo indipendentemente dax. 
Dinoti (j/(a) ciò che diviene F quando si pone % + a.v in 
vece di y, «' + «»' in vece di y' , w" + a«" in vece di y", e 
cosi di seguito; cosi 


«p (a) = 9 {x, % + a®, v! + a®', %" + a»", . . •). 

Si differcnziino i due membri rispetto ad a, sicché ab- 
biamo un risultato che possiamo dinotare cosi, 

^ ' r du du du ' 

S’integrino i due membri, da a = 0 ad a = 1 ; cosi 
cioè, abbiamo quel che segue identicamente vero, 

o{XtU + V, u’ -b V," -f . . .) 

= 9 {x, u, . . .) 

S’integrino i due membri rispetto ad x; cosi 
J 9 (ar, « -f ®, «' -f- u" -f ®", . . .) dx 
=1 tf{x, t(, tt ", . . .) dx 
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in cui nell’ ultimo termine si è cambiato l’ordine delle in- 
tegrazioni indipendenti. 

Con l’integrazione per parti 


[do , , rf? f d , 

[ da dg d do r d* do , 

I du” ® - ® du" ® dx du" ^ du^ 


e cosi di seguito 


Cosi 


j 9 (x, it + V, %' + v’, %" 4- v", ...)dx 
=J (p(x, «, li", ...)dx 




( f/(p d dq d* d^ 
1 du dx d*' ^ dx* du" 



Ora per supposizione la relazione A’=;0 è soddisfatta iden- 
ticamente qualunque sia il valore di y\ cosi essa è soddi- 
sfatta ponendo u-\- a.v in vece di y. Quindi 

do d de? d* d^_ _ 

du dx du' ^ dx* du" ' 

t* 

Le funzioni u c v sono ora in nostro arbitrio; si ponga 
y — u ÌTO. vece di » ed abbiamo 
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j <? (j;, y, y\ y", .••)dx 



+ 


Cosi j Vdxb qui attualmente esibito come un’espressione' 

formata da termini, l’uno che racchiude solamente integra- 
zione ordinaria rispetto ad x, e gli altri integrazione ordi- 
naria rispetto ad a. La funzione u è sempre in nostro po- 
tere; essa dovrebbe essere scelta in modo che nessuna delle 
quantità che s’ incontrano diventi infinita o indeterminata; 
può accadere che insieme a questa limitazione si possa porre 
« = 0 . 


367. Sarà ora facile di dare le condizioni necessarie e suf- 
ficienti affinchè una funzione sia integrabile fer se più di 
una volta. 

Abbia V lo stesso significato come sopra. 

Abbiamo, qualunque sia V, 


I dx = xjì 


X V dx- 


Allora affinchè V sia integrabile per se due volte, natu- 
ralmente deve essere soddisfatta la condizione affinchè essa 
sia integrabile per se una volta; o quindi la sola condizione 
addizionale si è che xV sia anche integrabile se una 
volta. Così affinchè V sia integrabile per se due volte, le 
condizioni necessarie e sufficienti sono che siano identica- 
mente vere le seguenti relazioni 


dìj dx dy' ^ dx'^ dy" 


( 1 ). 


Digitizad by Google 



CALCOLO DELLE VARIAZIONI. 


335 


dVx 

f/y dx di/ 


d d Vx d^ d Vx - 


dx^ dif 

Possiamo modificare la forma di (2). Infatti 


dVx dV dVx 

-r- = x- 
dy 


dV dVx 


dV 


” 1 

f 

dy' 

^—TT 

dy' 

’ dif-^dy"'" 

d 

dVx 

d ri 

IV 

dV 

dx 

dy' ~~ 

X . I , + 

dx dy’ 

dy' ’ 


dVx 

cP 

dV 

dV 

dx^ 

dy" " 

^ dx^ 

dy" 

^ dx dy" ’ 

d» 

dVx 

d^ 

dV 

rf* dV 

dx^ 

Ty"'- 

* dx® 

dxj'" 

dx* dy'" 


( 2 ). 


Si sostituisca in (2) omettendo i termini che sono zero 
per (1); allora otteniamo 

_n 

dy' dx dy" </x* dy'" 

Cosi (1) e (2) si possono rimpiazzare con (1) e (31. 

Per una formula data nell’ Art. 54 r»*»® integrale di una 
qualunque espressione proposta è espresso in termini di » + 1 
integrali semplici. Da questa formola deduciamo che affin- 
chè V sia integrabile per se n volte, è necessario e sufficiente 
che ciascuna delle seguenti espressioni sia integrabile per 
se una volta, 


F, xV, x*F, xTV. 

Per esempio, affinchè V sia integrabile se tre volte, 
oltre le condizioni (1) e (2) o (1) e (3), deve essere identica- 
mente vera la seguente. 


^/F.c* d ^/Fx» d* dVx^ 

dy dx 1/ dy" 
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Possiamo modificare la forma di (4). Infatti 


d 

dVx* 

— 

d 

dV 


2x 

dV 



dx 

dy' 

X 

dx 

dy' 


dy' 

» 


(P 

dVx* 


cP 

dV 


4x 

d 

dV 


dx* 

dy" 

= x* 

dx* 

dy" 

4 * 

dx 

dy" 


(P 

dVx* 


d* 

dV 


6x 

(P 

dV 

d dV 

dx* 

dy'" 

= x* 

dx* 

dy'" 

-f 

dx* 

dy'" 



Si sostituisca in (4) omettendo i termini che sono zero 
per (1) e (3); allora otteniamo 

àX 3-2 d dV 4.3 d^ dV 

dy" 1-2 dx dì/" ^1-2 dx* dy"" • • • ^ 

Cosi si può prendere (5) in vece di (4), in unione con (1) 
e (2] 0 (1) e (3j. 

Aggiunta sulla Variabilità dei Limiti. 


368. Nel metodo da noi adottato di trattare i problemi in 
cui si hanno cangiamenti dei limiti abbiamo seguito l’e- 
sempio dato in due opere molto elaborato sull’argomento, 
quelle di Strauch e Jellett; e decisamente raccomandiamo 
questo metodo come il migliore. Noi non attribuiamo alcuna 
variazione alla variabile indipendente, ma solamente alla va- 
riabile dipendente. Un altro metodo perù è stato frequente- 
mente adottato, e dovrebbe essere spiegato aflSinchè lo stu- 
dente potesse intendere ogni rinvio ad esso che egli può 
incontrare nelle sue letture. 


In questo metodo si attribuisce una variazione a tutte e 
due le variabili la dipendente c la indipendente. 

Diventi a; a; -f Sx ed y y -f- 8i/ , si vogliono trovare le va- 

. . . .. dy d^y 

na 2 ,on. d.-, 

Dinotiamo la variazione in ^ con 8 cosi 

dx dx 
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^ily il (y + òy) dìi 

\lx~~ d (x + 5x) (Ix 

dy ^ dòy 
_ dx dx dy 

, dix dx 

1 +-T- 

flx 

_ dy dòy dy dox dy 

dx dx dx dx dx ’ 

trascurando le piccolo quantità del secondo ordine. 

Così adottando la notazione ordinaria del coefficiente dif- 
ferenzialo, abbiamo 

- , dòy ,dòx 
dx dx 
_d{òy-y'ox) , 

Tx 

dx 


In que.sto risultato si muti y in y'; così 

' „ d[5y' — y"5x) 

òy" - y'"òx = ' • , ^ ' 

dx 

_ (P{rjy-y'òx) 
~ dx^ 

Similmente òif" — y""òx — ^ ^ , 

e cosi di seguito. 

Si ponga w per òy — y'ox; co.si 
, , dio 

"<»/ +v"ox, 

' „ d\o , 


+ y""òx, 
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Sia ora V una funzione qualunque di x, y, cd i coefficienti 

r' 

differenziali di y rispetto ad a:; e sia = | V dx. Si vo- 

glia esprimere la variazione di U che nasce dalle variazioni 
òr e òy in x ed y rispettivamente. Dinoti 21' il cangiamento 
prodotto in K; allora 


ÒV 




dx 

l'j". 


/ • ,,dcjx , / • , 

= I V — — dx + ol dx , 

J x„ dx J x„ 

trascurando un termine del secondo ordine. 

Ora j* ^ —j [^,] > 

onde ~ 

in cui dinota il coefficiente differenziale completo di 

V rispetto ad x. 

Così Òf/' = [Vòx), - {Vòx\ + 1^'{ 51'- } dx. 


dV^ f/V\ r7K . , dV ^ „ 

ol = -p ox -{■ ~r (jìj + —,'jy + -r-r, ow ' + . . . , 

dx dy •' dì/ •' ^ dy" ^ 


[a 


dV dV , dV „ dV 


cosi 


p/n , dv dV , dv „ 


d/‘ 


0 finalmente 




dV , dV „ 
„\dy dy dy" 


. . dx. 
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IO inutile procedere oltre essendo giunti ad un risultato 
equivalente a quello nell’ Art. 344; qui abbiamo io in vece 
del òy che ivi si trova, c òa’, c per dx, e dXg rispetti- 
vamente. 


Iselle applicazioni geometriche si osserverà che x ed ij di- 
ventano con la variazione x-ròx cdy + òi/ rispettivamente. 
Cosi or, -p corrisponderà all’ ar, -i- dx, dell’ Art. 345, ed 


y, + oy, corrisponderà all 




dell’ Art. 345. 


369. Per ulteriore informazione sul Calcolo delle Variazioni 
lo studente può consultare il trattato del Professore Jellett, 
0 la Ilistory of thè Progress of thè Calculus of thè Varia- 
tions during thè Nineteenth Centurg, del presente scrittore. 

Gli csempii più interessanti in questo soggetto sono quelli 
che hanno relazione con la Fisica, come il problema della 
bradi istoch rena; conformemente includeremo alcune altre ap- 
plicazioni di questa specie nella seguente scdta di, cscrcizii. 


ESKMPII. 


1. Una curva di data lunghezza ha le sue estremità su due 

date linee rette che s’ intersegano; determinare la sua 
forma quando l’arca racchiusa tra la curva e la sua 
corda è un massimo. 

2. Determinare una curva piana chiusa di dato perimetro 

che racchiuda un’area massima. 

(Si vegga Ilistory , pag. 68.) 

3. Si vogliono unire due punti fissi con una curva di data 

lunghezza in modo che l’area limitata dalla curva, 
le ordinate dei punti fissi, e l’asse dello ascisse sia 
un massimo, supponendo la lunghezza data maggiore 
di quella che si trova nella soluzione nell’ Art. 353. 

(Sj vegga Ilistory . . . , pag. 427). 

4. Un piatto rettangolare deve accomodarsi con un covcr- 

chio di stagno di data altezza avendo le estremità 
verticali ; determinare la forma afiinchò la quantità 
del materiale adoperato sia la minima possibile. 
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5. Una montagna ha la forma di una porzione di sfera, o 

la velocità di un uomo che cammina su di essa varia 
come l’altezza al di sopra del circolo massimo oriz- 
zontalo della sfera completa; mostrare che se egli vuol 
passare da un punto ad un altro nel minor tempo 
possibile, deve muoversi nel piano verticale che con- 
tiene i due punti. 

6. Quando una superficie curva può essere divisa da un 

piano in due porzioni simmetriche l’ intersezione del 
piano con la superficie, quando essa esiste, ò in ge- 
nerale una linea di minima lunghezza sulla superficie. 

(Si vegga History . . . , pag. 365.) 

7. Trovare il valore minimo di 


m 


sena; -h 


(?/ -VX — sen x)* ( 


sena; 


dx. 


(Si vegga Philosophical Magazine per Decembre, 1861.) 


8. Si cerca il valore minimo di 


dx sotto le se- 


'^im 

r V 

guenti condizioni; y — ì,l —dx — — ì. 

®2/i 

(Si vegga History . . . , pag. 432.) 
9. Si cerca la variazione di j l’da;, in cui Kè una funziono 
^ ^ ^ v—J V'dx, e y anche 

una funzione di x, ^ , . . . 

dx dx^ 

(Si vegga History . . . , pag. 21.)^ 
10. Dinoti 5 r integrale I ^/(l q-^*) f/x, e sia 9 (s) una fun- 

J o 

zione qualunque di 5; allora si cerca la relazione tra x 
ed 7 / che readej 9 (5) dx un massimo 0 un minimo men- 
tre j ^(1 -rjp*)rfar ha un dato valore, « essendo una 

costante. Per un caso particolare si supponga 9 (s) = s. 

^ (Si vegga History . . .’, pag. 453.) 
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11. Si cerca la curva in ogni punto della quale 


(^y 1 ( , 





ò un massimo o un minimo. 

(Si vegga Jlistory..., pag. 1.) 

12. Si cerca la curva in ogni punto della quale y^hxm 

massimo o un minimo, le variazioni di y e ~ essendo 

(Ix 

preso in modo che in ogni punto ~ 2/* ^ 

sottoposto ad alcun cangiamento con la variazione. 

(Si vegga Jlùtorij . . . , pag. 414.) 


13. Applicare l’Art. 350 alla dimostrazione del punto sup- 

posto nell’ Art. 339, cioè, che la curva richiesta nel 
problema della bradi istoch rena giace nel piano ver- 
ticale che contiene i due punti dati. 

14. La forma di un solido omogeneo di rotazione di data 

area superficiale, e descritto intorno ad un asse di 
data lunghezza, è tale che il suo momento d’inerzia 
rispetto all’asse è un massimo; dimostrare che la nor- 
male in ogni punto della curya generatrice è tre volto 
il raggio di curvatura. 


15. Un dato volume di una data sostanza deve essere for- 

mato in un solido di rotazione, tale che il tempo di 
una piccola oscillazione intorn» ad un asse orizzon- 
tale perpendicolare all’asse di figura sia un minimo; 
determinare la forma del solido. 

(Si vegga Ilistory..., pag. 391.) 

16. Un vaso di data capacità in forma di una 'superficie 

di rotazione con due estremità circolari, è riempito 
di fluido inelastico che gira intorno all’asse del vaso, 
e si suppone libero dall’azione della gravità. Investi- 
gare la forma del vaso affinchè la pressione totale che 
il fluido esercita sopra di esso sia la minima possi- 
bile, le grandtezzo delle estremità circolari essendo date. 
RisìiUato. La curva generatrice è una catenaria. 
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17. Trovare l’ equazione data dal Calcolo delle Variazioni 

per la sezione trasversale di un canale rettilineo ed 
uniformo, quando una delle tre quantità, la superfi- 
cie, la capacità, e la pressione idrostatica normale, è 
o un massimo o un minimo, e le altre due sono date, 
le superficie e le pressioni terminali non essendo prese 
in considerazione. 

Mostrare ancora che quando la superficie è un minimo 
e la capacità solamente è data, la sezione è circolare; 
c quando la pressione normale ò un minimo la se- 
zione è una catenaria o due lineo rette, secondo che 
è data la superficie o la capacità. 

18. Se vi sono due curvo con le loro concavità in basso e 

terminate allo stesse estremità, una molecola che si 
muove sotto 1’ azione della gravità impiegherà un 
tempo maggiore per descrivere la curva supcriore che 
per la curva inferiore, la velocità iniziale essendo sup- 
posta la stessa nei duo casi. 

(Si vegga Ilistory . . . , pag. 348.) 
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CAPITOLO I. 


DELLE CONDIZIONI d’ INTEGRABILITÀ PER LE FUNZIONI DIF- 
FERENZIALI DI PIÙ VARIABILI INDIPENDENTI, E DELLA LORO 
INTEGRAZIONE. 


1. La funzione differenziale 




in cui la variabile y si suppone legata ad x da una rela- 
zione qualunque y — zi{x], equivale ad una funziono diffe- 
renziale di una sola variabile dx, dinotando per brevità 
con f{x) la funzione 

9 [a-, C3 (j) ] -h (}/ [x, K (j) ] ■ ='(j) ; 
in modo che se si pone z = j‘/(x) dx, c per conseguenza 
dz = a [x, y) dx + (x, y) dy, ( 1 ) 


si potrà sempre, qualunque siano le funzioni 9, <{;, a, ridurrò 
alle quadrature la determinazione della funzione z. 

Al contrario, se le variabili x ed y sono considerato come 
indipendenti, non si potrà in generale determinare una fun- 
zione z di queste due variabili, in modo- che l’equazione (1) 
sia soddisfatta, nò costruire nello spazio una superfìcie di 
cui l’ordinata z abbia un differenziale totale espresso dal 
secondo membro di questa equazione. Infatti, per ciò, biso- 
gnerebbe che si avesse 


2 . 





dz 

dy 


'J' (-’ò ?/) ’ 


44 
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c quindi 


d-< ^{x,y] _ d-ò{x,y) 
dy dx 


( 2 ). 


Quando le funzioni 9 e ò verificano l’equazione ( 2 ), si 
dice che l’equazione (1) soddisfa alla condizione d’integra- 
bilità: esiste allora una superficie di cui si può rappresen- 
tare con (1) l’equazione differenziale, e con z=F[x, y) l’equa- 
zione in X, y, c. 


2 . In questo caso, la determinazione della funziono 2 si 
riduce alle quadrature; infatti, poiché si ha 


bisogna che la funzione 2 sia della forma 


^ = 1 9 


dx + 0 ly], 


(l(y] dinotando una funziono della sola variabile 7/ che devo 
essere trattata come una costante nell’ integrazione indicata 
rispetto ad x. Da ciò si ricava, in virtù della regola di dif- 
ferenziazione delle funzioni sotto il segno j : 

- = / ? (•'J'» !/) + f [ '1' (^1 y) -j ■ >iy + ■ 

Affinchè effettivamente 0 {y] non contenga x, bisogna che 
si abbia 




dx 


= 0 , 


ciò che fa ricadere sulla condizione d’integrabilità espressa 
dall’ equazione (2). 

Prendiamo per esempio la funzione 

ydx — xdy 
(iz — 3 : ò » 
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clic soddisfa alla condizione d’integrabilità: si avrà 
^ ® (3') = arctan? + 0 (y) , 


d ■ are • tau - 
V 


+ y* 


e per conseguenza in questo caso semplicissimo 

z = are • tan - + cosi. 

V 

3. Queste considerazioni si estendono alle funzioni di un 
numero qualunque di variabili. Cosi, alfìnchò esista una 
funzione u di tre variabili indipendenti x, y, z, suscettibile 
di soddisfare all’equazione differenziale 


du = Xdx + Ydy f Zdz 


in cui .r, Y, Z dinotano, per brevità, delle funzioni delle tre 
variabili a', y, ", bisogna che si abbia 

dY__<ì^ 

dìj ~ dx ’ dz ~ dx' dz~ dy ^ 

Reciprocamente, allorché queste equazioni di condizione 
sono soddisfatte, si determina la funzione u con una serie 
di quadrature. Così si ha 

u=jxdx + d{y,z), 

d’onde si ricava, differenziando sotto il segno j. 


dy J dy dy ’ 


e per conseguenza 


«(!/,=)=/(r-/^ir)^!/ + X(--)- 

Per determinare la funzione /(j), si osserverà che 
du ^ fdZ , , d-0(y, z). 
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Ulti, (la uu’ altra parte, iu virtù dell’ equazione precedente. 




dunque 


((■'/A-) 

(Iz 


x(-i =j ^ ‘ 1 ^ ''!(] *■ 


e finalmente 


»=jjJx+j(l-j^rfa:)rfa 

^ -/(§ -/ “A 


Alìinchò la funziono d{y,z) non contengasi, bisogna che si 
abbia 

(ir dX_ 
dx dy ’ 

questa condizione essendo soddisfatta, •/ (::) non conterrà j, 
se si ha inoltre » 

dZ dX ^ 


e finalmente yj:) non conterrà y, purché si abbia 


dir 


(ir 

dz 


= 0. 


Si ritrovano dunque cosi le tre equazioni (4)k 
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INTEGRAZIONE DELLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI 
A DUE variabili E DEL PRIMO ORDINE. 


4. Il problema dell’integrazione delle equazioni differen- 
ziali tra due variabili ha per oggetto di trovare, tra la va- 
riabile indipendente e la funzione, un’equazione che sod- 
disfi nel modo più generale all’equazione differenziale pro- 
posta, per mezzo dei valori che se ne deducono per i coef- 
ficienti differenziali dei diversi ordini. In altri termini, si 
tratta di trovare l’equazione più generale delle curve che 
godono in tutt’i loro punti della proprietà espressa dall’equa- 
zione differenziale. 

Kel Calcolo Differenziale sono stati indicati i legami che 
sussistono tra un’equazione differenziale di un ordine qua- 
lunque, e gl’integrali o le equazioni primitive dei diversi 
ordini da cui si può concepire che derivi la proposta, per 
la differenziazione immediata o per la differenziazione com- 
binata con l’eliminazione delle costanti. Poggiandoci su tali 
principi!, esamineremo i casi principali in cui si può tro- 
vare l’integrale da cui deriva un’equazione differenziale 
proposta. 

Separazione delle variabili. 

5. La formola generale delle equazioni differenziali di 


primo ordino a, due variabili è 

F{x,y,ìj')-Q (1). 

Se questa equazione è algebrica e di primo grado rispetto 
ad y' essa può mettersi sotto la forma 

? (x, y)dx + i^{x,y)dy-0 (2}. 
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L’equazione (2J s’integra sempre, o almeno l’integrazione 
è ridotta a semplici quadrature, allorché le variabili vi sono 
sej^arate, vale a dire allorché questa equazione é messa sotto 
la forma 

9 (x) dx + ò (v) dy = 0. 

L’integrale generale è allora 

j cp(xìdx+J <i>(y}dy = C, 

C dinotando una costante arbitraria, o 

f Cf(x}dx + I (|/(y)dy = 0, 

■' ‘Va 

passando agl’ integrali definiti,* e rappresentando con y^ il 
valore di y che corrisponde all’ascissa ar„. 

Sia proposta, per esempio, l’equazione 

ydx — xdy = 0 : (3) 

essa può mettersi sotto la forma 

dy dx_^ 

y X 

c le variabili trovandosi separate, si avrà integrando 
log y — log ® = C'» d’onde si ricava y = cx, dinotando con c 
il numero di cui il logaritmo é C. 

La separazione delle variabili si opera immediatamente, 
tutte le volte che l’equazione (1) si presenta sotto Informa 

y' = ? W 'I' [y\ d’ onde ^ = ? W 

6. Altre volte la separazione non si opera che per mezzo 
di una trasformazione o di un cambiamento di variabili. So, 
per esempio, le funzioni 9, che entrano nell’equazione (2) 
sono omogenee rispetto alle variabili x,y, si porrà ij — xtf 
onde 

9 [x, y) = x^ 9, {t)r <1^ {x, y) ^ x" (}*, (f). 

n dinotando la somma degli esponenti di a; e di 7/ in ogni 
termine dell’ equazione proposta. In conseguenza questa equa- 
zione, dopo di aver tolto il fattore x”, diverrà 

9, (^) «Ix + (}/, (#) [xdt -f Idx) = 0 , 
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ondo 


dx _ 

a: 9, (^) + 

equazione in cui lo variabili sono separate. È così elio l’c- 
quazionc 

xdy — ydx = + y-) dx 

dx dt 


diviene 


X ^[ì + t*) 


= 0; 


onde, intep:rando per logaritmi e ripassando in seguito dai 
logaritmi ai numeri, , 


X 


x^ — 2 cy — c- = 0. 


= -y + \l{x^ + y-}. 


In effetto, allorché si differenzia quest’ ultima equazione c 
si elimina c tra l’equazione primitiva e la sua differenziale 
immediata, si ricade sull’equazione differenziale proposta. 

Accade in alcuni casi che si può, con un cangiamento di 
variabili o di coordinato, rendere omogenea un’equazione 
che non ò tale. L’esempio più semplice di questa trasfor- 
mazione ci è fornito dall’equazione 

[ax + iy + c) dx -I- (a'x -f b'y c') dy = 0. 

Se si pone x = ?-(-«,?/ = -f ^ (ciò che equivale a cambiare 
l’origine delle coordinata x, ?/, senza mutare la direzione de- 
gli assi), e se si dispone delle costanti arbitrarie a, in 
modo da soddisfare allo equazioni di condizione 

aa + + c — 0, a'a -f b'^ + c' = Q, 

l’equazione proposta diverrà 

[al + bn] di -r [a'I + i'vjì dri = 0, 

e sarà resa omogenea. La trasformazione precedente non sa- 
rebbe più possibile, se si avesse ab' — ba' = 0, ciò che ren- 
derebbe infiniti i valori di a, p. Ma in questo caso l’climi- 
nazione di b' metto l’equazione proposta sotto la forma 

[ax + by)(^dx -f ^ dij^ cdx c'dy 0; 
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e so si pone ax-\-b]j= t, si ottiene un’equazione in t, dt, dx, 
in cui le variabili si separano senza difiìcoltà, come in tutte 
quelle in cui una delle variabili entri solamente col suo dif- 
ferenziale. 


Equazione lineare di prvno ordine. 

7. Una trasform azione semplicissima opera anche la sepa- 
razione delle variabili nell’equazione 

y' + y (4) 

che si chiama equazione lineare di primo ordine, poiché essa 
non contiene nò le potenze, nò i prodotti della funzione y 
e della sua derivata y'. Sia 

y =.H,dy — hdt tdh , s 

0 e # dinotando due funzioni ausiliario ed incognite di x\ 
la proposta diverrà 

Odi + WO -b dx — «}< {x) dx. 

Si può disporre delle funzioni indeterminate ^ e 0, in modo 
da decomporre questa equazione nelle due seguenti 

fidi = (x) dx, f/0 -b 0 • 9 (a:) = 0. 

La seconda si presta alla separazione delle variabili c dà 

0 

Dopo che si è sostituito questo valore nella prima, viene 

culo y=[jò{xì,lxJ^^'"“+ 

Esempii. 1." y' -b y = ~ a?: 

viene 

Jcp(x)dx=:x,J <^{x)dx-e^=— j e'^xdx~{l —x)e^i-C; 

y = l-x+ Ce-^. 
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2. " ?/'+ y — — •'T*. 

.si ha 

J a(x)t/.r = x,J<p(x)dx-e^ = — e'^\x^ — 3x^-\- G(.t~1;] + C; 
y = - [.T* _ 3x* + 6 (a;- 1) ] + Ce~^. 

3. “ + 

X 

in questo caso gli esponenziali spariscono, poichò si ha 
J 9 (x) dx — log X, = x, 

d’onde si ricava senza difficoltà 

0 1 , 

!/ = .i X-. 

•' X 3 

Si integra ancora l’equazione 

y' + y”' 0 (.t) = (!'(;»); 

poiché, per ridurla alla forma dell’equazione (4), basta porre 
1/”* = «. 

Finalmente, se la proposta fosso 

y' + !/?(®) = 2/”<{'(®) (5) 

si ridurrebbe anche alla forma (4), ponendo y”~' = - . L’equa- 

V/ 

zione (5) è conosciuta sotto il nome di equazione di Bernoulli. 


Del Jattore atto a rendere l’equazione integrabile. 

8. Quajido il primo membro dell’ equazione (2) è un dif- 
ferenziale esatto d-a(x,y], si trova questa funzione a col 
calcolo indicato nell’ Art. 2, e l’integrale si presenta sotto 
la forma Z3{x,y) = c, c dinotando una costante arbitraria. 
Reciprocamente, dopo che si sarà ottenuto, con un mezzo 
qualunque, l’integrale dell’ equazione (2), supponiamo che 
esso si ponga sotto la forma a[x,y) = c, risolvendo l’cqua- 
2. ■ 45 
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zione ottenuta rispetto alla costante arbitraria che l’ integra- 
zione ha introdotta: la differenziazione darà 


dc3 , (te , 

— (lx + — dìj = 0, 
dx dy 


equazione di cui il primo membro è necessariamente un dif- 
ferenziale esatto, e che deve sussistere insieme con l’equa- 
zione (2). Si avrà dunque 

(te da 
dx _ dy 


p. dinotando in generale una funzione di re e di j/. Per con- 
seguenza, se si moltiplica il primo membro dell’ equazione (2) 
pel fattore p, questo primo membro diverrà identico Col diffe- 
renziale totale (te, e soddisferà alla condizione d’ integrabilità. 

Cosi il primo membro dell’equazione (3) non soddisfa alla 
condizione d’integrabilità; ma come si è trovato (Art. 5] per 
l’integrale di quella equazione 


1' = ,. „„do5fcM? = o, 

X 

si vede (jhe il fattore — ^ è quello che rende il primo mem- 
bro della proposta un differenziale esatto. 

Similmente l’integrale dell’equazione 

[y+ + !/*) ] dx — xdy = 0 

potendo (Art. 6) essere messo sotto la forma 

-y+^{x^ + ,*) =. onde t?/- + ?/»)] 

V(®* + 2/*) 

ne risulta che il fattore pel quale bisogna moltiplicare la 
proposta per renderne il primo membro un differenziale 
esatto e, 

2 .7- Vfa:* + 2/*) 

V + y-ì [ 7 + + 7*) 1 x<^l(x^ + y^) 
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9. Si può osservare che, quando si conosco un valore del 
fattore [l, se ne possono dedurre infiniti altri; infatti, poiché 

p. [9 (x, y) dx -i- (x, y) dy] = dzs, 
si ha p./(t3) [ 9 {x, y) dx + ò (ar, y) dy ] =/(c=) da, ( 6 ) 

/{d) dinotando una funzione qualunque della quantità a di 
cui si conosce la composizione in x, y. Ora 1’ espressione 
y(n) da è essenzialmente un differenziale esatto, e la deter- 
minazione della funzione da cui esso deriva risulta da una 
semplice quadratura: dunque il primo membro dell’equazio- 
ne ( 6 ) è anche un differenzialo esatto. In altri termini, il 
fattore in cui le funzioni \j, a sono conosciute, ed in 

cui la funzione / può essere particolarizzata in infiniti modi, 
gode come il fattore p della proprietà di rendere il primo 
membro dell’equazione ( 2 ) un differenziale esatto. 

Prendiamo per esempio l’equazione (3) e supponiamo sem- 
plicemente /{a) = a. Si ha in questo caso 


1 ^ 




onde \]./{a) 


a 


Quest’ultimo fattore renderà dunque il primo membro del- 
l’equazione proposta un diftorenzìale esatto; ed infatti si ha 


^ {xdy - ydx) 


x^ydy — y-xdx _ 1 j (v^\ 
' ’ X* "2 W 


10. Per determinare a priori il fattore p, bisognerebbe 
soddisfarò all’equazione 

dy dx ’ 



ma l’ integrazione di questa equazione che è alle differenze 
parziali rispetto alla funzione p dello due variabili x, y, sup- 
pone in generale, come si vedrà in seguito, l’integrazione 
antecedente dell’equazione (2). Solamente in alcuni casi par- 
ticolarissimi si può assegnare il fattore p e per conseguenza 
ridurre l’ integrazione della proposta alle quadrature. 


Digitized by Google 



356 EQUAZIONI DIFFEEENZIALI A DUE VARIABILI. 


Se, per esempio, il fattore |jl non dovesse contenere che la 
variabile x, l’equazione precedente si ridurrebbe ad 

1 (ì\i _ 1 /f/o ^ 

^ dx~ \dij dxj ’ 


c in virtù dell’ipotesi, bisognerebbe che il secondo membro 
di quest’ ultima equazione si riducesse ad una funzione /{x) 

f f{x) dx 

della sola variabile x. Si avrebbe dunque j;. = .D’al- 

tronde non si restringerà la generalità dell’ipotesi ponendo 
t{; = l, poiché si può sempre ammettere che l’equazione (2) 
sia stata divisa pel coefficiente di dy, od allora, bisognerà 
do 

che il coefficiente ^ sia indipendente da y, e che si abbia 




vale a diro che questo caso é quello in cui la proposta si 
presenta sotto la forma d’ un’ equazione lineare di primo 
ordine. 


11. Quando l’equazione (2) ò omogenea, essa può scriversi 

a;" (l) da; -I- a;" ò, = 0 ; (7) 

e si è veduto (Art. 6) che essa si cambia in 



equazione in cui le variabili sono separate, e che è por con- 
seguenza un differenziale esatte. 11 fattore pel quale si ò 
dovuto moltiplicare (7) per ottenere (8) è 


1 1 
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Equazioni superiori di primo ordine. 

12. Se r equazione (1) contiene la derivata y' elevata al 
quadrato o a potenze superiori, so no ricaveranno con la 
risoluzione algebrica altre equazioni 

y' - /i (2*. y) = 0, y' - /j (j-, y) = 0, etc. , 

in numero eguale a quello cho indica il grado ddlla pro- 
posta rispetto ad y'. S’integreranno queste equazioni separa- 
tamente, se ciò ò possibile: e ciascun integrale, completato 
da una costante arbitraria, soddisferà alla proposta. Il pro- 
dotto di tutti questi integrali soddisferà dunque nel modo 
più generale all’equazione differenziale proposta; o, in altri 
termini, questo prodotto ne sarà l’ integrale generale. Si po- 
trebbero dinotare le costanti arbitrarie che entrano in cia- 
scun fattore con lettere differenti; ma non si restringerà la 
generalità dell’ integrale dinotando tutte queste costanti ar- 
bitrarie con la stessa lettera; poiché, se si attribuiscono a 
questa lettera unica tutt’i valori numerici possibili, si ot- 
terranno evidentemente tutti gl’integrali particolari che cia- 
scun fattore dell’integrale generale è suscettibile di fornire. 

Per esempio, la risoluzione dell’ equazione 
y'* — axz=0 

dà y'—^jax = 0, y' -f- = 0, 

equazioni che hanno per integrali 

2 2 

c-f y-g = c, -f- y -1- g = 0- 

Facendo il prodotto si ha, per l’integrale generale della 
proposta , 

2 2 

(c + y - g V ax^] {c, + y + g \/ax^) = 0; 

e non se no diminuirà la generalità se si pone c, =c, ciò 
che dà al prodotto la forma razionale 

{c + y? - |«x’ = o. 
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13. Si può in alcuni casi eluderò la risoluzione dell’equa- 
zione proposta rispetto ad y'. So, per esempio la variabile y 
non vi è contenuta, e che essa sia riducibile alla forma x=/(i/'), 
si avrà, applicando alla funzione = y'iix la regola dell’ in- 
tegrazione per parti, 

y-y'x-j xdy' +C = y'/{y') -J /{y’] dy' -f C. 

Allorché la quadratura indicata nel secondo membro di 
questa equazione potrà effettuarsi algebricamente, non si do- 
vrà faro altro che eliminare y' tra questa equazione e la pro- 
posta per ottenere l’integrale completato dalla costante arbi- 
traria C. Si tratterebbe in modo simile l’equazione 

dopo di aver posto 1 / = , vale a diro dopo di aver preso y 

per variabile indipendente. 


14. Quando la proposta sarà della forma y =/[x,y'], se no 
ricaverà 

^ dx ^ dy' dx 

Quest’ ultima equazione è di primo ordine rispetto allo va- 
riabili x,y': ammettendo che essa cada nella categoria di 
quelle che si sanno integrare, basterà eliminare y' tra l’in- 
tegrale ottenuto e la proposta, per avere l’ integrale stesso 
della proposta. 

Per esempio, so questa è della forma 


1 / = a;? + ((/'), 

SI avrà 


y' = 9 {y'ì + [«S-'O/) + X(f'{y'}] 


dx 9 '(y') _ 

dy' V-9(f/') y'-9(!/') 


c per conseguenza (Art. 7) 




f«i(y')dij' 

\[^'{y’)dy’ -j 
Uy'-9{y'ì 

+c]-. 



Si deve osservare in particolare l’equazione 


y = xi/ -1- ^{y']. 


( 9 ) 
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(la cui si ricava con la differenziazione 


0 = [4'(y') + ^]§-' 


.( 10 ) 


Si soddisfa all’equazione (10) ponendo 


4^ = 0, onde y' - e, 
(Ij) 


e la sostituzione di questo valore di y' nell’ equazione (9) dà 
per integrale generale 

y = cx + ^[c) (11) 

equazione di una linea retta che si sposta sul piano xy quando 
si fa variare la costante arbitraria c. 

Si soddisfa ancora all’equazione (10) ponendo 

(|;'(7/) + a;=:0; (12) 

e se si elimina y' tra le equazioni (9) e (12), si ha un’equa- 
zione in x,y,'che soddisfa all’equazione (10), ina che non 
ne è r integrale generale, poiché esso non contiene costante 
arbitraria, e che non è neanche un integrale particolare, poiché 
si ricava dall’equazione (12) un valore di y' in x, incompa- 
tibile con i valori y' — c, ricavati dall’integrale generale. 
Quest’equazione risultante in x^y b dunque ci<i clie dicesi 
un integrale singolare della proposta. 
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CAPITOLO III. 

INTEGHAZIONE DELLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI, 

d’ordine qualunque. 

15. Si chiama cquazioue differenziale lineare quella che 
non racchiude, nè le potenze superiori alla prima, nè i pro- 
dotti della funzione e dei suoi coefficienti differenziali dei 
diversi ordini, e che è per conseguenza della forma 

j/(") + i>y(n-0 + Qy(«- 2 ) + . . . + Z7l/ = r, (1) 

P, Q, . . . U, V dinotando delle funzioni della sola variabile 
indipendente x. 

Supponiamo da principio che il secondo membro di (1) sia 
nullo, o che si debba integrare l’equazione 

y{n) + Qy(»- 2 ) + . . , + ^ Q (2) 

La proprietà caratteristica di un’equazione di questa forma 
consiste in ciò che, se si hanno diversi valori particolari di y 
in funzione di x che vi soddisfano, valori che dinoteremo 
con i/„ yj, yj, . . . , la somma di questi valori, moltiplicati ri- 
spettivamente per costanti arbitrarie C„ C,, etc-, o 

C^y^ -h C^yj + C^ys -f etc., 

vi soddisfa egualmente. La forma del calcolo sul quale ri- 
posa questa proposizione, risulta cosi evidentemente dalla 
forma stessa dell’equazione (2], che basta l’indicarlo. 

Segue da ciò che se si conoscano n valori particolari e 
distinti, y,, yj 5 ys, • • • y„, atti a soddisfare all’ equazione (2), 
questa avrà per integrale generale 

y = C^y^ C.,y^ + ^jy, + . . . -b (7„y„; 

poiché questo valore di y soddisfa alla proposta, ed a mo- 
tivo delle n costanti arbitrarie e distinte che osso racchiude, 
esso ha tutta la generalità che comporta un tal integrale. 
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16. Ora, vi ò un caso in cui si trovano facilmente n va- 

lori particolari di y atti a soddisfare all’ equazione (2): si ò 
quello in cui tutt’i coefficienti P, Q, ... U si riducono a co- 
stanti; infatti se si pone y = si avrà, qualunque sia ?, 
i/'') = ; in modo che questo valore di y, sostituito nell’e- 

quazione (2;, darà per risultato 

gmx ^ ^ ^ ^ Q ; 

ed allora, è chiaro che la funzione = soddisfa all’ equa- 
zione (2), purché il valore assegnato al numero m sia una 
delle radici dell’equazione numerica 

w" + Pm”-' -f Qw"-* -f . . . -p ì; = 0 (3) 

Dunque, se si dinotano con m^, .... le n radici 

di questa equazione, e con c„c„c„....c,, delle costanti ar- 
bitrarie, l’equazione (2) ha per integrale generale 

y = -f . . . + C',/"’*"' ... (4) 

17. Allorché tutte le radici dell’equazione (3) sono reali 
c disuguali, si verifica facilmente che lo costanti arbitrarie 
C„ Cj, C'j . . C„ possono essere sempre numericamente deter- 
minate per mezzo dei valori iniziali 

I/o» ?/'o> y"o. 

corrispondenti ad x = 0. Sia, per e.sempio, « = 3, si avrà 
Uu — C’j -f Cj, 

y'o = »«|C| + WìC '2 + WaC'j» 
y"o = -b iVC'i + «3*C'3»’ 
da cui si ricava 

Q ^ fflifflay» - {«h + wig) y'o -b y"„ 

* (^1 — — JM3) ’ 

- («?■, + ìth) y'o + y"„ 

■ (««2 -- «<|) («*2 - Ws) 

c - ~ ^" 2 ) y'o + y"o _ 

* (wij - 7)1,) (jWj - ?Hj) 

2. 46 
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La simmetria di queste formole indica sufllcicntcmonte la 
legge delle espressioni che si otterrebbero, se si avesse un 
maggior numero di costanti arbitrarie a determinare, per 
mezzo dei valori iniziali della funzione e delle sue derivate. 

18. Se l’equazione (3) avesse radici immaginarie, le espo- 
nenziali divenute immaginarie si aggrupperebbero a due a 
due e si trasformerebbero in seni e coseni di archi reali. 
Così, OL + ^\J — l dinotando due radici immaginarie coniu- 
gate deH’equazioue (3), i termini esponenziali che queste 
radici introducono nell’integrale generale, cioè 

si cambiano in 

= [ (C, -f Cj) cos + (C, — Cj) V — 1 -scn fj] , 

e finalmente prendono la forma 

(3/ cos + i\' sen ^x]^ 

quando si stabiliscono tra le costanti indeterminate Cf,Ci,M,N 
lo due relazioni 

Si può ancora semplificare questa espressione ponendo 
3/=Xcoss, iV= — Xsens, 

ciò che dà 

{Meos ^x + N sen ^x] = cos (^x -f s) : 
allora X ed s sono le due costanti arbitrarie. 

19. Allorché alcune delle radici dell’equazione (3) diven- 

tano eguali tra loro, l’analisi precedente si trova in difetto. 
Sia, por esempio, w, = ?« 2 : i termini -i- si con- 
fonderanno in un solo (C, C^) (?’"■% od il coefficiente (7, -f 

sarà equivalente ad una sola costante arbitraria, di maniera 
che r integrale (4) non avrà più la generalità richiesta. In 
questo caso, se poniamo 

= 5,x), (5) 
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la sostituzione di questo valore nell’equazione (3) darà 

e'”'^ (À^ + BiX) (w," + +' + . . . + Tm^ + U) 

+ [mi”-' + («-!) Pm”-^ + [n-2] + . . . 4- = 0. 

Il fattore 


m” + Pm” ' + Qm” *+... + Tm^ 4- U 

svanisce, poiché è radice dell’ equazione (.3^; ed il poli- 
nomio che moltiplica svanisce ancora, poiché, per ipo- 

tesi, essendo una radico doppia dell’ equazione (3) é anche 
una radice dell’ equazione derivata 

nm”-' 4- [n — 1) Pm”~^ 4- (« — 2) 4- ... 4- T — 0. 


Dunque, se si continua ad indicare con le ra- 

dici semplici dell’ equazione (3], e se si pone 

y = 4 - B^x] + + C/'»\ 

V 

si soddisferà all’equazione (2) di cui si avrà l’ integrale ge- 
nerale, poiché le costanti J,, C^, . . . 6’,,, di numero n, 

sono irriducibili tra loro.^ 

Si troverebbe similmente che, nel caso di tre radici eguali 
bisogna rimpiazzare il trinomio 


-f -f (6) 


con 4- BtX -f C^x^) 

0 cosi di seguito. 

La forma che prendo l’ integrale generale nel caso in cui 
l’equazione (3) ha radici eguali, risulta ancora dal calcolo 
seguente. 

In luogo di porro immediatamente = facciamo da 
principio Wj = w, -|- s, ciò che darà 

C'.c"'-» -b = e’"-* (C, 4- C,e^^) 


[c. 4-C,(l4-^4-“^ 


1-2-3 
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sostituendo ad la serie sempre convergente che ne è lo 
sviluppo. È permesso di mettere questa espressione sotto 
un’altra forma, cambiando le costanti arbitrarie, e ponendo 
per ciò C^+ C.^ — In questo modo, l’espressione 

precedente diviene 


e so si fa ora £--0, essa si riduce al secondo membro dell’e- 
' quaziono (5). 

Il trinomio (6) essendo stato rimpiazzato da 
«”'■== (^, + B,x) + 

nel caso in cui le due radici ?»,, Wj diventano eguali, si potrà 
faro ?«3 = w, + £, ciò che muta l’espressione precedente in 


C,e^) 


= e™.-[^, + Zl,^ + C3(l + y + ^+p 




23 


+ etc 


)]• 


Nulla impedisco di cambiare le costanti ponendo 


'^1 + ^3 — ^1 ) ^1 + ^3 




con ciò il secondo membro dell’ equazione precedente diviene 
[d, + B\ X t- F, x’- + F, 0^ + etc.)], 
e si riduce ad 

e”‘-=^{l), + F^x-]-F,x^], 

allorcbò si fa £ = 0. Lo stesso metodo si applica evidente- 
mente al caso in cui il numero delle radici eguali diviene 
qualunque. 

20. Se si conoscesse un valore particolare y\, atto a sod- 
disfare all’equazione (2), si potrebbe abbassare di un’unità 
l’ordine dell’equazione (2) ed anche l’ordine dell’ equazione (1). 
Per ciò basterebbe fare 

y = y, jzclx (7) 
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z dinotando una nuova variabile, funzione di x. Osserviamo 
a tale effetto che, se si dinotano con u, v dello funzioni qua- 
lunque di una stessa variabile indipendente, si lia: 

• d • uv = ude -f 'odu , 

dr-uv = 'iidH -f 2dudv -f V(Pu, 


(/" • wp = -f- j • f/wd" ’r + • (Pud'^~^ p -j- . . . 

. . . . -t- 1 • dvd''~' ti -(- d"«. 

In conscp:uenza di questo formolo, la sostituzione del valore 
di y nell’equazione (1) dà 

+ y*" + + • • • 

• ■ • + + ...+ [/yt]j Zdx = V. 

Ora, il coefficiente di J zdx in questa equazione è nullo per 

ipotesi, poiché y, ò un integrale particolare dell’equazione (2). 
Se si divide questa equazione per y, che è una funziono co- 
nosciuta di X, essa sarà ridotta alla forma 

-f + Q, -f . . . -f . (8) 

Vi 

P, , Q, , . . P, , dinotando come P, Q, . . . T, delle funzioni 
conosciute di i, e l’ordine dell’ equazione (1) si troverà ab- 
bassato di un’unità. 

Nel caso in cui si tratta d’integrare, non già l’equazio- 
ne (1), ma l’equazione (2), l’ultima equazione ottenuta è 
rimpiazzata da 

-f . . . + = 0 (9j. 
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In questa ipotesi, se si conoscesse un secondo valore p.arti - 
colare j/j, atto a verificare l’equazione (2), uno dei valori di :: 
ricavati daH’equazionc (9) dovrebbe verificare l’equazione (7), 
dopo di avervi rimpiazzato y con y^. Si avrebbe dunque, di- 
notando con Zf questo valore particolare di z. 


Vi 


= v,f^, 


dx, 0 



Dunque, se si conoscono due integrali particolari deH’equa- 
zione (2), si conoscerà con ciò un integrale particolare del- 
l’equazione (9); ed in conseguenza l’ordine dell’equazione (9) 
si abbasserà di un’ unità per mezzo della trasformazione 

z =: Zijudx. Siccome questo ragionamento può essere conti- 
nuato di mano in mano, ne segue che se si conoscono m 
integrali particolari dell’ equazione (2), l’ integrazione gene- 
rale di questa equazione, ed anche quella dell’ equazione (1), 
saranno ridotte a dipendere dall’ integrazione di un’equa- 
zione dificrcnzialc dell’ ordine n — m\ di maniera che questa 
essendo integrata, si avrà l’integrale generale dell’ ceiuazio- 
ne (1) con semplici quadrature. Bel teorema dovuto a La- 
grange. 

21. Quando i coefficienti /*, Q, .. . Z7 dell’ equazione (1) sono 
numeri costanti, il solo ultime termine V essendo funzione 
di a:, si conoscono n integrali particolari dell’equazione (2), 


!/i 


: 7/2 : 




OT,, Wj» • • • dinotando sempre le radici dell’ equazione (3). 
L’integrazione generale dell’ equazione (1) si trova dunque 
ridotta alle quadrature. 

Sia, per esempio, l’equazione lineare di secondo ordine 


i/" + P//M- V, 

in cui jP, Q dinotano dei numeri costanti: «?,, sono le 
radici dell’ equazione numerica 


m- ! f m -I Q - 0, 


( 10 ) 


Digilized by Google 



EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI. 


367 


e si ha y, = 

Poniamo ij = y, f 2 dx = e’"'^ f sdx : 


la trasformata in 2 sarà 

2 ' + ( 2 ;«, + P) 2 = 02 ' — {Mj, — 5 »,) 2 = 

per essere P = — (jw, 4-Wj). Facciamo inoltro 


r ^(r)f f 

= 2fjudx = ' ■ j udx-— (w, - m^] '"1)^1 udx 


la trasformata in u darà 


u = • 


m, — 


Da ciò si ricava 


y = Ve~”'-^dx], 


ovvero, integrando per parti, 


y 




Ve-”'^dx-e'‘^d=\ Fe~’".^dx 


f 


Wj — m^ 


(11) 


I due integrali indefiniti si suppongono racchiudere cia- 
scuno una costante arbitraria. 

Allorché JMpOTj sono duo radici immaginarie coniugato, 
della forma a+^;y/ — 1, l’espressione precedente si cambia in 

y — ^(scn^xj Ve~^ cos^x- dx — coB^xj Ve~^scn^x-dx). 


Infine, se si avesse = il secondo membro dell’equa- 
zione (11) si presenterebbe sotto Informa-; ma, prendendo 
le derivate del numeratore e' del denominatore rispetto al 
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parametro «jj, c ponendo in seguito si troverebbe 

per questo caso 

y = e'^‘^ [x J ^ e-’"-^xdx]. 

22. Non lasceremo questo soggetto senza far conoscere il 
metodo impiegato comunemente per far dipendere l’integra- 
zione dell’equazione (1) da quella dell’ equazione (2). 

Supponiamo che si conoscano n integrali particolari deU’e- 
quazione (2), in modo che si abbia per l’ integrale generalo 
di questa equazione 


y = ^il/i + C'ìl/j + C'alza -f C'„y„: (12) 

questo valore di y si può prendere ancora per l’integrale 
generale dell’equazione (1), purché si considerino i fattori 
t-u Cj, ... C„, non più come costanti, ma come delle funzioni 
di X, da determinarsi convenevolmente. 

Infatti, in questa ipotesi si ha 

y' = C,y,' + -f- C3J/3' -f- . . . -f 

+ J/|C,' + J/jCj' -1- j/jCj' -1- . . . -H y^Cn 

(C/ dinotando la derivata di C,. rispetto ad .t), e .se si as 
soggettano le funzioni a verificare l’ equazione 

l/iC|' + 2/2^2' -f 2/3C,' -t- . . . -f y„C„' = 0 , 

resta y' ■ C^y^ + C^y^' -t- C^y^' . -f C„y„', 

come nel caso in cui i fattori sono costanti. 

Da questa ultima equazione si ricava 

y" = C^y^" -f Ca!/*” + CzUs' + • • • + 

+ 2/.'C,' -r y^C^ -1- yz'Cz' -b . . . + y„T„', 

o semplicemente 

y" = C,//," + C.y," + C,y’’ + C„y,!\ 
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quando si assoggettano lo derivate C/ a verificare l’ equa- 
zione di condizione 

V\^ì d- + I/j'Cj' d- . . . -f = 0. 

Continuando in tal modo, si trova che il valore di y dato 
dall’equazione (12), e che per ipotesi verifica l’equazione (2), 
soddisfa anche all’equazione (1), purché le derivato 6’/ ve- 
rifichino il sistema dello equazioni di condiziono 


V\C\ + J/2C2' + 1/3 C3' • ■ 

■ ■ + y,fin = 0, 


• • + 0, 

y,"C,'+v^'C^+y^’C-+.. 

■ •+y„"c;-o. 


+ . . . -h = F. 

Ora, da queste equazioni in numero n si ricava il valore 
di ciascun’ incognita C/ eguale ad una certa funzione n, (a;), 
e per conseguenza una semplice quadratura dà 

C,. = I xZi {x) dx -r c,-, 

Cj dinotando una nuova costante arbitraria. Si ottiene dun- 
que in questo modo, con semplici quadrature, l’integrale 
generale dell’equazione (1), con le « costanti arbitrarie che 
esso comporta. 


2 . 


47 
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CAPITOLO IV. 


INTEGRALI SINGOLARI DELLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI 
DI PRIMO ORDINE. 


23. Sia 

/(^,y.y') = o (1) 

un’equazione clifTerenziale di 1" ordino, di cui si ha l’in- 
tegrale completo sotto la forma 


Fix,y,a]-0, ( 2 ) 

a dinotando la costante arbitraria introdotta dall’ integra- 
zione. Quando si differenzia successivamente l’equazione (2) 
considerandovi la quantità a, prima come una costante, e 
poi come una funziono delle variabili J, y, si ha 


(ÌF_^ 

dx 



onde 


dJF 

(Ix 


+ 2 /' 



ilF fda , da\ 
da \^.r ^ ^ dy) 


= 0 , 


(ÌFdF 
dx ' dy 


dx ' dy da \dx ^ ^ dy) ‘ dy ’ 


e questi due valori di y' coincideranno, se si determina a 
in funziono di x,y, in modo da verificare 1’ una o l’altra 
delle due equazioni 


da ~ ’ dy 


(3) 


Segue da ciò che l’equazione 

9 {x, y) = 0 


(4) 
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risultante dall’ eliminazione di a tra l’integrale (2) e l’una 
delle equazioni (3) soddisfa ancora all’equazione (1) di cui 
essa è un integrale singolare’; a meno che l’equazione (4) 
non si confonda con uu integrale particolare, il valore di a 
ricavato da una delle equazioni (3) riduccndosi ad una co- 
stante, 0 ad una funzione di a”, y che essa stessa si riduce 
ad uua costante in virtù dell’ equazione (4). Si sa inoltre, 
che l’equazione f4) appartiene ad una linea che tocca o in- 
viluppa tutte lo linee di cui il sistema è rappresentato dall’in- 
tegrale generale (2), finché il parametro a conserva la sua 
indeterminazione. 

Risulta dalle cose dette una regola semplicissima per tro- 
vare gl’integrali singolari di un’equazione difierenzialo di 
primo ordine, di cui si è antecedentemente determinato l’in- 
tegrale generale : ma si può dire di più che questi integrali 
singolari possono essere assegnati,, senza che si abbia biso- 
gno di conoscere l’integrale generale, od anche quando vi 
sarebbe impossibilità di assegnare all’integrale generale un’e- 
spressione analitica sotto forma finita, ciò che è il caso più 
ordinario. 

EtTettivamento la linea inviluppo che rappresenta l’inte- 
gralo singolare, non può esistere so non quando vi è in- 
tersezione tra le lince che rappresentano gl’integrali parti- 
colari, e che corrispondono a valori distinti della costante 
arbitraria. Dunque, per i valori di x, y relativi a questi punti 
d’intersezione, il valore di y' in x,y, ricavato dall’cquazio- 
nc (1), deve essere multiplo; vale a dire, questa equazione, 
supposta algebrica, devo essere di secondo grado o di un 
grado superiore rispetto ad y', dopo che si saranno fatti spa- 
rire i radicali. 

Segue da ciò che in generale tutt’i punti corrispondenti 
a valori di x, y che non rendono y' immaginario, sono punti 
d’intersezione di due linee almeno, prese tra quelle che rap- 
presentano gl’integrali particolari. 

Ma, per i punti situati sull’inviluppo o sulla linea di con- 
tatto di tutte queste curve, non vi è più intersezione, o al- 
meno un’intersezione sparisce: dunque bisogna che l’equa- 
zione (1), in cui si considera y' come l’incognita, acquisti 
allora radici multiple, ciò che conduce alla condizione 



( 5 ) 
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Dunque reciprocamente l’equazione (5) determina la relazione 
tra X cd y che caratterizza la linea di contatto o l’integrale 


singolare. 

Prendiamo per esempio l’equazione differenziale 

!/'* - »•*) - = .T* , (6) 

che ha per integrale generale 

— 2a;/ = r* + a*, (7) 

a dinotando la costante arbitraria. 

La prima delle equazioni (3) dà in questo caso a = — ij, 


c questo valore di a, sostituito nell’equazione (7), dà per 
integrale singolare x^ + = 0. Ora, 'senza che si abbia 

bisogno di conoscere l’integrale (7), l’equazione (5) fornisce 
la relazione 


e questo valore di y', sostituito nell’equazione (6), riproduco 
l’integrale singolare dedotto in primo luogo dall’integrale 
generale. 


24. La riuscita di questo metodo tiene a ciò che l’equa- 
zione differenziale è preparata in modo da non contenere ra- 
dicali. Se al contrario l’equazione fosse risoluta rispetto ad 
y', 0 messa sotto la forma j^'=0(.r,y), il metodo si troverebbe 
in difetto. Ma bisogna osservare che quando si differenzia 
l’equazione (1) rispetto ad y e rispetto ad x, considerando y' 
come una funzione delle variabili x,y, determinata implici- 
tamente da questa equazione, si ha 

dy dì)' di/' dx dx' dy' 


Ora, il valore di y in a; che appartiene all’ integrale sin- 
golare, fa svanire 44 : dunque lo stesso valore deve rendere 
dy' ^ .... 


infiniti i coefficienti differenziali 4^, dopo che vi si ò 

dy dx ^ 


sostituito por y' il suo valore in a-, y, ricavato dall’equazio- 
ne (1). Per conseguenza, se si può dedurre dalle equazioni 


r/0 {x, y) _ „ dO {x, y] _ _ 
dy “ ’ dx"~ 
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un valore di y iu a; che verifichi anche l’equazione (1), questo 
valore riprodurrà l’ integrale singolare. 

Per esempio, l’equazione (6), risoluta rispetto ad y', dà 




onde 


dQ far, ?/) 
(Ix 


M {x, y) _ X sj (a;* -f y* — r*) 

(ly ~"x* — r* \l[x^ + y^ — r^) ’ 

— (. 1 * + r*) y (x* -1- y* — r*) + r* (x* + y* — r-) + x* y* 
(i*^*]^* + y* - r*) ^ ’ 


e questi valori diventano infiniti quando si pone x^ f- y® — r*— 0, 
ciò che soddisfa all’ equazione (6) di cui si ottiene cosi l’ in- 
tegrale singolare. 


25. Quando si differenzia l’equazione (1), considerandovi 
y, y' come funzioni implicite di x, viene 


ondo 


? + y 2/' + -^!/" = 0.- 

(Ix cìy dy 

\dx^ dy^ J dy' 


( 8 ) 

(9). 


Ma il valore di y in x che dà l’integrale singolare, annulla 
e riducc-requazione (8) a 


^+^y': 
dx ^ dy *' 


0,* 


dunque questo stesso valore di y in x mette sotto la forma 


^ il valore 


" _ 9Ì-r, VrV') 

'{'(•i',y,y') 


dato dall’equazione (9); il che fornisce ancora un altro pro- 
cedimento per trovare l’integrale singolare. In effetto, si 
porrà 

? {•«■> y. y') = 0, 'I (x, y, y'] = 0; 
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indi si eliminerà successivamente y' tra ciascuna di questo 
due equazioni e la proposta (1). Se le due equazioni risul- 
tanti hanno un fattore comune, questo fattore darà l’ iute- 
ferale singolare cercato. 

Operando in questo modo sull’ equazione (6), si trova 


y_l±x 


L’eliminazione di y' tra la proposta c ciascuna dello equa- 
zioni 

y y' + oc- 0, y' (. 1 * - r*) - xy = 0, 
dà per risultanti in cui il fattore comune è in evidenza, 

U d, ' T 


26. Abbiamo veduto (Art. 14) che requazioiie di primo 
ordine 

y = onj' -1- (ì/) 

essendo sottoposta ad una seconda dilTorenziazioue, dà l’ equa- 
zione di secondo ordine 

[x + 6'iy')]y"=^0, 


che si decompone immediatamente in due fattori di cui l’uno 
fornisce l’integrale generale, e l’altro l’integrale singolare 
della proi)osta. Bisogna generalizzare questo fatto di calcolo 
c mostrare che quando un’equazione di primo ordine am- 
mette un’integrale singolare, si può sempre mettere l’equa- 
zione sotto una forma tale che la sua derivata si deconqwnga 
in due fattori, di cui 1’ uno dà l’integralo singolare, per mezzo 
dell’eliminazione di y' con la proposta, mentre l’altro, che 
ò annullato dal valore di y in ar ricavato dall’ integrale ge- 
nerale, non lo è più dal valore ricavato dall’ integrale sin- 
golare. 


L’ equazione 


essendo risoluta 


dF , ^ 

rispetto ad a darà 


( 10 ) 


« = c=(x,y, y'); 


( 11 ; 
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e se si sostitnisce questo valore di a nell’equazione (2), l’e- 
quazione risultante 

F{j-,y,a]-0 (12) 


sani equivalente all’equazione (1), in questo senso che, se 
esse non si confondono, si passerà dall’ una all’altra molti- 
plicando il primo membro della prima per una funzione con- 
venevolmente scelta delle variabili x,y,y'. Ora, differenziando 
l’equazione (12), si ha 


dF dF , dF ( dzi drz , (ìrz 
clx dy^"^ ^ dzz v/j; ^ dy'"^ ^ dy' 



= 0; 


e di più la somma dei due primi termini è identicamente 
nulla, poiché si è sostituito per a, nella funzione F, il suo 
valore ricavato dall’equazione (10); dunque la derivata del- 
l’equazione (12) si riduce a 


d£(d^ 

dzs \dx 




= 0 , 


e si decompone in due fattori 



(13) 


dzz dzz , dzz 

dx ^ dy ^ dy' 


!/" = 0 


(14). 


L’equazione (14), che ò di secondo ordine, ha evidentemente 
per integ-rale di primo ordine l’equazione (12); o l’elimina- 
zione di ?/' tra le equazioni (11) e (12) avrà luogo se si eli- 
mina zz tra le stesse equazioni, o se si rimpiazza a con a 
nell’equazione (121, vale a dire che questa eliminazione darà 
l’ integrale generale della proposta. 


Similmente l’eliminazione di y' tra le equazioni (11) c (13) 
si opererà con l’ eliminazione di zz tra le stesse equazioni, 
0 con l’eliminazione di a tra l’equazione (2) eia sua deri- 
vata rispetto ad a: essa condurrà dunque all’ integrale sin- 
golare della proposta, o al meno all’ equazione di una linea 
di contatto delle curvo che ne rappresentano gl’integrali 
particolari. 

Si vede anche da questo calcolo che il valore di y in x 
ricavato dall’ integrale singolare, il quale dà per y' un va- 
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loro cho verifica la proposta, non dà per y" un valore atto a 
verificare l’equazione (14), nè per conseguenza per y"',y""etc. 
dei valori atti a verificare le derivate successive della pro- 
posta. 1 


Applichiamo quest’analisi all’equazione (7): si avrà 
(ìF dP , „ , 

oiiJo c = = = 

equazione che si confonderebbe con (6) togliendo il denomi- 
natore y'*. La differenziazione dell’equazione (15) dà 

y , xyy" x , xhl"_r. 

T ../S ' 


V y 


y y 


o sia 




Il valore di y' ricavato dall’equazione y -p ® sostituito 

nella proposta, dà l’integrale singolare x*-fy* — r* = 0. L’altro 

'7/ 

fattore è la derivata rispetto ad x della funzione l’inte- 

X ^ 

grazione dà dunque — = a; e questo valore di y', sostituito 
nella proposta, riproduce l’equazione (7). 
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CAPITOLO AL 


INTEGRAZIONE DELLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI 
A PIÙ VARIABILI INDIPENDENTI. 


Integrazione delie equazioni fra tre variabili ai differenziali 
totali, e di /® grado. 

27. Se si ha, tra le variabili indipendenti x, y, e la fun- 
zione z che ne dipende, un’equazione della forma 

dz = o (x, y) dx + <^ (j-, y) dy, 

l’ integrazione di questa equazione si riduce alle quadrature 
(Art. 1), purché le funzioni o, soddisfino alla condiziona 
d’integrabilità 

dv _ 
dy ~~ dx ’ 

Se le funzioni 9 ,t{/ contenessero la variabile z, o se si avesse 
tra le variabili x, y,z eà. ì loro diflTerenziali totali, l’equazione 

X dx + Y dy Z dz — Q, (1) 

X, Y, Z dinotando delle funzioni di x, y, z, si ridurrebbe an- 
che alle quadrature l’integrazione di questa equazione (Art. 3) 
purché le funzioni X, Y, Z soddisfino alle condizioni d’in- 
tegrabilità 


dX dX_^ d_Y_^ 

dy ~ dx ’ dz ~ dx ' dz~ dy ’ 

e l’integrale avrebbe la forma F[x, y, z) — cosi. F dinotando 
la funzione di cui il primo membro dell’equazione (1) ò il 
differenziale esatto. 

2. 48 
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Intutt’i casi, ammettendo clie esista una fnuzione ^ delle 
due variabili indijiendenti x,y, atta a soddisfare all’ equazio- 
ne (1), e da cui si possa ricavare il valore di dz sotto la forma 


dz ~pdx -f qdy^ 

bisogna che si abbia 

dp _ dq _ 
dy ~~ dx’ 

ma, in virtù dell’equazione (1), 


( 2 ) 





'Y 


onde 




sicché l’equazione (2) dà, dopo le riduzioni. 



dX\ ^ (dX dr\ 


= 0...(3) 


Allorché quest’ ultima equazione, che esprime la condizione 
d’ integrabilità, é soddisfatta, l’integrazione dell’ equazione (1) 
si riduce a quella delle equazioni a due variabili. Infatti , 
se si avesse l’integrale dell’equazione (1), e si differenziasse 
considerandovi z come una costante, il risultato ottenuto do- 
vrebbe coincidere con l’equazione (1) dopo che vi si é fatto 
dz nullo, vale a dire con l’equazione 


Xdx + Ydy = 0 


( 4 ) 


Reciprocamente, se si dinota con p. il fattore che rende 
Xdx -f Ydy un differenzialo esatto, allorché si riguarda z come 
una costante, e se si pone 

J p. (Xdx -f Ydy) = P (.r, y\ 

l’equazione (1) avrà per integrale 


F[x, y) = Z,, 


( 5 ) 
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dinotando una funzione della sola variabile z. Per deter- 
minarla, osserviamo che si ha 


dx 

e da un’altra parto 


dF_, dF, , dF dZ, ^ 


dz 


dP dF 

^ dx + -^^ dy = <^[Xdx + Ydy) = - yZdz, 


onde 


dZ. dF 

-T^ =-r -V-Z' 
dz dz 


( 6 ) 


Bisogna dunque, se l’equazione (3) ò soddisfatta, che le due 
variabili x, y spariscano ad un tempo dal secondo membro 
dell’equazione (6), allorché si elimina una di esse per mezzo 
dell’equazione (5), o, in altri termini, bisogna che la derivata 
di questo secondo membro, presa rispetto ad x, sia nulla, al- 
lorché vi si considera y come una funzione di a; o di 
data dall’equazione (5). Cosi, la condizione che si devo veri- 
ficare, è espressa dall’equazione 


0 da 
d^F 

dxdz 



rimettendo 



il suo valore ricavato dall’equazione (4). 


Si ha d’altronde 


d*F _ d-y.X _ 

dx dz ~ dz dz dz ’ 


(PF d-\iV dY <f|JL. 
dydz~ dz ~~'^'dz^ dz' 

ed il fattore |Jl soddisfa (Art. 10) all’equazione di condiziono 
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Se ora si sostituiscono nell’ equazione (7; i valori di 

d^F ePP d'^ 
dxdz' dtjd:,' dx' 

ricavati dallo tre ultime equazioni, le quantità 

d'x d'i. 

• I _ ‘ ‘ 


vanno via nello stesso tempo, e si ricade sull’ equazione (3] 
che esprime la condizione d’integrabilità. 

28. Allorché questa equazione non é soddisfatta, non esiste 
una funzione z di due variabili indipendenti x,y, suscetti- 
bile di verificare l’equazione (1); ciò che equivale a dire che 
questa equazione non esprime più una proprietà di cui pos- 
sano godere le coordinate or, y, z di una certa superficie. In- 
tanto l’equazione (1) non è priva per ciò di ogni significato 
e nulla impedisce che essa esprima, per esempio, una pro- 
prietà comune ad una serie di curve, di cui rr, y, z dinote- 
rebbero le coordinate correnti : solamente non vi è superficie 
che sia il luogo geometrico di tutte queste linee. Se si sta- 
bilisce un legame arbitrario tra y ed x , ciò che equivale 
a tracciare arbitrariamente la proiezione di una di queste 
linee sul piano xy,z diviene funzione. della sola variabile 
indipendente x, e l’equazione (1), costruita come un’equa- 
zione differenziale ordinaria, determina la proiezione della 
stessa linea sol piano xz, purché solamente si dia un ponto 

f iel quale questa proiezione devo passare. L’integrazione del- 
’ equazione (1) consiste in questo caso a trovare tra le coor- 
dinate finite X, y, z un sistema di equazioni che racchiude 
una funzione arbitraria, e da cui si possano ricavare, con 
una determinazione convenevole della funzione arbitraria, 
tutte le linee di cui b coordinate godono della proprietà di 
soddisfare all’equazione differenziale proposta. 

Ora, la soluzione di questo problema deriva immediata- 
mente dall’analisi che ci ha condotto all’integrazione del- 
l’equazione proposta, allorché essa soddisfa alla condiziono 
d’integrabilità; poiché se, nel caso contrario, in luogo di de- 
terminare la funzione Z, che entra dell’equazione (5), si pone 

F{x, y) = ?(-}, i8) 
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0 dinotando una funzione arbitraria, ed in seguito 

= (9) 

1 valori di x,y in funziono di r, che verificheranno le equa- 
zioni (8) c (9), verificheranno anche l’equazione proposta, 
di cui l’integrale sarà espresso in conseguenza dal sistema 
delle equazioni (8) e (9], contenente la funzione arbitraria o 
e la sua derivata. 

Supponiamo che si tratti di esprimere che la linea di cui 
le coordinate correnti sono a", y, z, è determinata dal con- 
tatto di una superficie conica col centro nel punto (.r,„ y^, z„), 
e di una superficie di rotazione intorno all’asse dello z: le 
coordinate dei punti situati su questa linea dovranno veri- 
ficare ad un tempo [Agg. al Cal.Dif. Art. 14, 16) le equa- 
zioni 

- - 2 o =i» - a:„) -b ? (y - y„) (10) 

j)y-yx = 0, (11) 

dz =pdx -f'i'^y , 


da cui si ricava con l’eliminazione di ^ e di q, 


dz _ xdx -b ydij 

z-So “ (^ - ifo) + y (y - do) 


( 12 ) 


Questa equazione non soddisfa alla condizione d’ integ'ra- 
bilità, finché non sono nulli: si ha in questo caso 


[A = X (x - xj -H y (y - y„) , 
(aP. y) = ^ (a:® + y*), = 


con ciò le equazioni (8) e (9) divengono 


X* - 1 - j/ = 2 ? (z). 


X (x - X J -I- y (y - y») 
z -z„ 


(p'(z)...(13) 


L’equazione (12), o il sistema dello equazioni (13) che ne 
è l’equivalente, appartiene dunque a tutte le linee che go- 
dono della proprietà geometrica definita qui sopra. 
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Si potrebbe modificare l’enunciato dello stesso problema, 
domandando l’equazione della superficie che si trova com- 
presa ad un tempo nella famiglia delle superficie coniche 
caratterizzate dall’equazione (10) ed in quella delle super- 
ficie di rotazione caratterizzate dall’equazione (11). L’equa- 
zione (12) alla quale si giunge per esprimere questa doppia 
condizione, non soddisfacendo alla condiziono d’integrabilità 
finché non sono nulli, no risulta che, nel caso gene- 

rale, una tale superficie non esiste. Allorché ?/<, sono nulli, 
l’equazione (12) s’integra e dà 

z-z^ = c >J{x^ + y-), 

c dinotando la costante arbitraria. Questa equazione appar- 
tiene a tutt’i coni retti che hanno il loro centro nel punto 
dell’asse dello z di cui l’ordinata è Sg; ed ò chiaro che in 
effetto questi coni retti soddisfano al problema cosi enunciato. 

Mettendo l’equazione (12) sotto la forma 

(x - x„) +y(ij- I/o) ] = (- - -o) + y%) , 

si vede che essa ò soddisfatta dall’ equazione z — iTo = 0, senza 
che si abbia bisogno di supporre nulle le coordinate x^, j/,. 
Cosi il piano condotto pel punto {x„,y„,z„), perpendicolar- 
mente all’asse dello z, è una superficie che soddisfa all’ enun- 
ciato del problema; ma questa soluzione non è che singo- 
lare, come lo mostra bene la forma dell’ equazione qui sopra, 
c non vi si trova la costante arbitraria essenziale all’ inte- 
grale completo. 

Integrazione delle equazioni alle differenze parziali, 
lineari e di primo ardine. 


29. L’integrazione delle equazioni alle differenze parziali 
di primo ordine, lineari rispetto allo derivate parziali che 
esse racchiudono, è stata ridotta da Lagrango a dipendere 
dall’integrazione di un sistema di equazioni differenziali si- 
multanee. Siano 


dv, dn 

X-r + ^ ^ 

dx dij 


+ = ( 1 ) 


l’equazione che si deve integrare, ed 


F [u, X, ?/, 3, (, etc.) = 0 
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rintcg:ralc corcato; u dinotando una funzione delle n varia- 
bili indipendenti x, y, 2 , t, etc. , cd U, X, Y, Z, T, ctc. delle 
funzioni qualunque delle «-i- 1 variabili «, x, y, z, t, etc. Si ba 


cìF clF du ^ dF clF du ^ dF dP dn . , 

j ~T~ ' ~S~ — ~7i — ' — T~ ’ ~T — ~i — ^ — T~ ■ 7“ ~ 

dx du dx dy du dy dz du dz 

in conseguenza, l’equazione (1) può prendere la forma 


dF „ dF dF „ dF „ dF . . 

— -1-Z— -f 7’-j5--f-ctc. = 0; ... 2 
du dx dy dz dt » v / 


ed il problema è ridotto a determinare nel modo più gene- 
rale, la funzione F che soddisfa all’ equazione (2). 

Supponiamo che si sia integrato, con tutta la generalità 
richiesta, il sistema delle n equazioni differenziali simulta- 
nee, racchiuse nell’equazione continua 


du dx dy dz dt 

— — -Jl — — — pff» • 

U~ X~ Y~Z~T~ 


....(3) 


si potranno mettere gl’integrali sotto la forma 


S I (^) (3’> J/j • • • w) — ) • •• 

2, (4) 


ffi, , « 2 , . . . a„ dinotando le n costanti arbitrarie introdotte 
dall’integrazione; c si avrà per conseguenza 


df^ 

du 


du -1-^ dx -f ^ dy 
dx dy 


f /2 + dt -1- etc. = 0, 
dz dt 


du dx dy dz dt 


etc. = U, 


ÉLl du - 1 - ds dy A- dz + ~dt~ ctc. = 0; 
dìi dx dy dz dt 
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o pure, in virtù delle equazioni (3), 

u^A+j^+r'^ + z'A+ tA 

du (IX dij dz dt 


tc.z=0, 

du dx dìj dz dt 


( 5 ) 


uA^-xA^yA ^ zA tA+qìc.^q. 

du dx ihj dz . di 


Così le w funzioni soddisfano all’equazione (2) e 

forniscono altrettanti integrali particolari della proposta (1). 

È facile vedere che una funzione arbitraria 4> delle quan- 
tità soddisfa del pari all’equazione (1); poiché 
se si addizionano i primi membri delle equazioni (5),. dopo 
di averli moltiplicati rispettivamente per 


viene 


^/<1* f/(I> rf'I» 


^d<t> ^ 

du dx dìj 


dz dt 


-}- ctc. = 0. 


Dunque si ha per integrale della proposta 

[fvfìifzì - • ’f n) ^ ^ [flifv • • •tfn)'> 

<I>, 9 essendo caratteristiche di funzioni arbitrarie; e d’altronde 
si riconosce che questo integrale ha tutta la generalità ri- 
chiesta, poiché non si può eliminare che un segno di fun- 
zione arbitraria, con la combinazione di un’equazione con 
le sue derivate parziali di primo ordine. 


30. Applichiamo quest’analisi all’equazione a tre variabili 


= I«) 

c supponiamo in primo luogo che le funzioni .Y, Y, Z si ri- 
ducano a numeri costanti P, le equazioni (3j diventano 

Rdv - Pdz = 0, Rdij — Qdz = 0, 
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ed esse conducono agl’ integrali 

Rx — Rz — a^-, Ry — Q,z = a^', (7) 

sicché 'la proposta (6) ha per integrale generale 
Rx~ Pz = (Rìj — Qr). 


Ques’ta equazione caratterizza la famiglia delle superficie 
cilindriche, e le equazioni (7) sono quelle delle retto gene- 
ratrici. 

Conserviamo ad A’, !' i loro valori costanti P, Q, e poniamo 
Zj=z: si avranno ad integrare le equazioni diflerenziali 

Pdy — 0,'ìx — 0, zdx — Pdz = 0, 

? 

onde Py—Qx = af, z = Ut»^ ; 

ciò che mette l’ integrale della proposta sotto la forma 

X * 

z = e'- <}(Py- Qx) (8) 

Infine,, se prendiamo per ultimo esempio l’equazione 

px + qy = n \/ (x* + 1 /*), (9) 

avremo da integrare le equazioni differenziali a duo variabili 

xtlz = ìulx (x* -+ y*) , xdy — ydx = 0 : 

la seconda dà yz=ayX, e la prima diviene, con la sostitu- 
zione di questo valore di y, 

dz — ndx y '(1 + a ,*), onde 2 = « + ®i*) ® "l" > 

c rimettendo per a, il suo valore. 

In conseguenza l’ integrale è 

z = « V(x* + y'-)-h ?(|)- 

31. Il proprio degl’integrali completi (4) si è di soddisfare 
alla equazione ^3) immediatamente, in questo senso che i 
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valori di du,dx,dy,dz, etc., ricavati dalle derivate delle equa- 
zioni (4), rendono le equazioni (3) identiche, senza che vi 
sia bisogno di ritornare ai l^ami stabiliti tra le variabili 
n, X, y, z, etc, dalle stesse equazioni (4); poiché questi legami 
dipendono dalle costanti a,, «j, etc., e le equazioni (4), o 
loro derivate, debbono verificare le equazioni (3), qualunque 
siano i valori assegnati a quelle costanti arbitrarie. Inver- 
samente, e per una ragione contraria, se le equazioni (3) 
ammettono degl’ integrali singolari 

9, •«) = (), \ 

92 2/5 Zj . w) = Oj 9/1 (^5 1/5 ) fi] 0 ) j 

le derivate delle equazioni (10) non verificheranno le equa- 
zioni (3) se non tenendo conto dei legami espressi dalle equa- 
zioni (lOj; 0, in altri termini, bisognerà combinare le equa- 
zioni (10) con le loro derivate, per soddisfare al sistema delle 
equazioni (3). Ciò posto, ciascuna delle equazioni (10) sod- 
disferà all’equazione (2), 0 all’equazione (1) di cui quella è 
una trasformata; ma non si soddisferà all’equazione (2) pren- 
dendo per una funzione arbitraria delle quantità 9,, 9j,...9„, 
0 una funzione arbitraria nella quale entrerebbero, in tota- 
lità 0 in parte, le quantità 9,, 9 ^, , . 9 „, associate alle quan- 
tità prese anche in totalità 0 in parte. Dunque 

l’equazione (1) non ammette altro integrale completo che 
quello in cui le quantità entrano esclusivamente 

sotto il segno di funzione arbitraria, ma essa è soddisfatta 
da ciascuna delle equazioni (10); e queste equazioni sono 
degl’integrali singolari dell’equazione (1), poiché essi non 
si trovano racchiusi nell’ integrale completo. 

Prendiamo per esempio l’equazione lineare di primo or- 
dine a tre variabili 

+ •J(x* + y + s)] = ^-x + ^ì{x^ + y + z],..(ll) 

di cui l’ integrazione è subordinata a quella delle equazioni 
diflTerenziali simultanee 

y' = - X + [x* + y + z) , 


Digilized by Google 



Equazioni differenziali a più variabili. 


387 


che si possono rimpiazzare con 

z' = l+ y\ z + y-x^ [z' + y'] + (^-) > 

/ 

e che hanno per integrali completi, 

z '=■ X y Qn ^ z T y ~ 2^2 ^ ^2"* 

Il secondo di questi integrali dà origine all’integrale sin- 
golare 

a;* + y + zz=0.. ( 12 ) 

Ciascuna delle equazioni 


z-x-y = at,-x-r -f y -i- ::) - «2 

da per p 0 dei valori che, messi nelTequazione (11), la ren- 
dono identica: in conseguenza, l’equazione (11) ha per in- 
tegrale completo 

- X -f V (^* + !/ + 2^) = 't' (^ - ® - !/)> 


ò essendo una caratteristica di funzione arbitraria. Al con- 
trario, l’equazione (12) dà per ^ e 5’ dei valori che, sostituiti 
nell’equazione (1 1), non soddisfano a questa equazione se non 
tenendo conto dell’equazione (12) per togliere il radicale che 
entra nell’equazione (11). Da ciò l’equazione (12) non sod- 
disfa alla proposta (11) che in qualità di integrale singolare. 

Se si mette l’equazione (9) sotto la forma equivalente 


dp dF , ,, , „ dF ^ 


si troverà del pari che essa ammette per integrale singolare 
r equazione 

x^ + y^- 0, 


0 il sistema delle equazioni a: = 0, y —0. 


FINE DEL CALCOLO INTEGRALE. 





H -4 O r. 

J. J. x > tJ 
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